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Résumé 

Ce texte est consacré au système d'Euler de Kato, construit à partir des unités 
modulaires, et à son image par l'application exponentielle duale (loi de réciprocité 
explicite de Kato). La présentation que nous en donnons est sensiblement différente de 
la présentation originelle de Kato. 

Abstract 

This article is devoted to Kato's Euler System, which is constructed from modular 
unités, and to its image by the dual exponential map (so called Kato's reciprocity 
law). The présentation in tins article is différent from Kato's oringinal one, and the 
dual exponential map in this article is a modification of Colmez's construction in his 
Bourbaki talk. 
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1 Notations et Introduction 
1.1 Notations 

On note Q la clôture algébrique de Q dans C, et on fixe, pour tout nombre premier p, 
une clôture algébrique Q p de Q p , ainsi qu'un plongement de Q dans Q p . 

Si N EN, on note (n la racine N-ième e 2ln ^ N G Q de l'unité, et on note Q cycl l'extension 
cyclotomique de Q, réunion des Q(Ctv)> P°ur N > 1, ainsi que Qp ycl l'extension cyclotomique 
de Q p , réunion de Q p ((n), pour N > 1. 

1.1.1 Objets adéliques 

Soient V l'ensemble des premiers de Z et Z le complété profini de Z, alors Z = ripeT 5 
Soit Q <S> Z l'anneau des adèles de Q ( le produit restreint des Q p par rapport aux sous- 
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anneaux Z p de Q p ). Quel que soit x G Q (8> Z, on note x p ( resp. ) la composante de x 
en p ( resp. en dehors de p ). Notons Z,] p [ = [j ; , Z;. On a donc Z = Z p x Z^ P L Cela induit 
les décompositions suivantes : pour tout d > 1, 

M d (Q ® Z) = M d (Q p ) x M d (Q g) Z^) et GL d (Q ® Z) = GL d (Q p ) x GL d (Q <g) Z^). 

On définit les sous-ensembles suivants de Q £g> Z et M 2 (Q <8> Z) : 

Z (p) = Z; x Z ]p[ et M 2 (Z) (p) = GL 2 (Z P ) x M 2 (Z M ), 
(Q ® Z) (p) = Z; x (Q ® Z M ) et M 2 (Q ® Z) (p) = GL 2 (Z P ) x M 2 (Q <g> Z lp[ ). 

1.1.2 Actions de groupes 

Soient X un espace topologique localement profini, V un Z- module. On note LC C (X, V) 
le module des fonctions localement constantes sur X à valeurs dans V dont le support 
est compact dans X. On note £> a i g (X, V) l'ensemble des distributions algébriques sur X à 
valeurs dans V, c'est à dire des applications Z-linéaires de LC C (X, Z) à valeurs dans V. On 
note J x la valeur de /x sur 0, où /i G 2) a i g (X, V) et G LC C (X, Z). 

Soit G un groupe localement profini, agissant continûment à droite sur X et V (c.-à-d. 
quels que soient gi,g2 G G, x G X, on a (x * g>x) * #2 — x * (piS^))- On munit LC C (X, Z) et 
S) a i g (X, V) d'actions de G à droite comme suit : 

si g G G, x G X, <f) G LC C (X, Z), /x G £> a i g (X, V), alors 

(1) (0* c?)(x) = (f)(x*g~ 1 ) et / (f)(i2*g)=( ((f)*g- 1 )iJ,)*g. 

Jx Jx 

1.1.3 Formes modulaires 

Soient A un sous-anneau de C et T un sous-groupe d'indice fini de SL 2 (Z). On note 
_Mfc(T,C) le C-espace vectoriel des formes modulaires de poids k pour T. On note aussi 
_Mfc(T, A) le sous A-module de .MfcfT, C) des formes modulaires dont le g-développement est 
à coefficients dans A. On pose M(T, A) = ®l= M k (T, A). Et on note M k (A) ( resp. M (A) 
) la réunion des A4 k (T, A) (resp. Ai(T, A)), où T décrit tous les sous-groupes d'indice fini de 
SL 2 (Z). On peut munir l'algèbre A4 (C) d'une action de GL 2 (Q) + = {7 G GL 2 (Q)| det7 > 0} 
de la façon suivante : 

(2) / * 7 = (detT) 1 -*/,^, pour / G M k (C) et 7 G GL 2 (Q) + , 

où /| fc 7 est l'action modulaire usuelle de GL 2 (R) + (voir section §2. 1. Il la formule 03])). 

Définition 1.1. Soient N > 1 et T N = {( a c b d ) G SL 2 (Z), (*») = (è î)[^]}- Le groupe T N 
est un sous-groupe de SL 2 (Z) d'indice fini. On dit qu'un sous-groupe T de SL 2 (Z) est un 
sous-groupe de congruence s'il contient pour un certain N > 1. 

Exemple 1.2. Les sous-groupes r (iV) = {7 G SL 2 (Z)|7 = (g î) mod iV} et ri(jV) = {7 G 
SL 2 (Z)|7 = ( q * ) mod iV} sont des sous-groupes de congruences. 
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On définit de même : 

M c ° ng (A) = |J M k {T, A) et M conë (A) = ©t°°o^r g (^)- 

r sous-groupe de congruence 

Soit K un sous-corps de C et soit K la clôture algébrique de K. On note 11^ le groupe 
des automorphismes de A4(K) sur A4 (SL2 (Z), iiT) ; c'est un groupe profini. On note IIq le 
groupe des automorphismes de AÏ(Q) engendré par IIq et GL 2 (Q) + . Plus généralement, si 
S C V est fini, on note IIq''' le sous-groupe de IIq engendré par IIq et GL 2 (Z( S ')) + , où 
est le sous-anneau de Q obtenu en inversant tous les nombres premiers qui n'appartiennent 
pas à S. 

1.1.4 Objets p-adiques 

Soit q une variable. On note & + = Q p {^} l'anneau des fonctions analytiques sur le 
disque fermé {q G C p : v p (q) > 1}, que l'on munit de la valuation spectrale v p (i.e. v p (f) = 
inf^^i v p (f(q)) ). On note & le complété du corps des fractions de & + . On fixe une clôture 

algébrique & de & et on note Â + la clôture intégrale de Â + dans Â. On note Q% le groupe 
galois de Â sur 

On choisit un système compatible (çm)m>i de racines M-ièmes de q dans Â + (i.e. q^ M = 
q M , pour tous N,M > 1.) On note F M = Q P {Ç M ), Fm p °° = U„>iF Mp ™ et F œ = U M >iF M - 
Soit &m = &[çm, Cm] ; c'est une extension galoisienne de Â. On note la réunion des Âm 
pour tous M > 1, la clôture intégrale de ^ + dans Pq p le groupe galois de Q p Âoo sur 
&, ainsi que Pq p cl le groupe galois de sur Â. 

L'application qui à une forme modulaire associe son g-développement, nous fournit une 
inclusion de Af(Q) dans Q p -ft^ et un morphisme Pq p — > IIq car Pq p préserve l'espace Af(Q). 
Ceci induit un morphisme Gr IIq et un morphisme "de localisation" H 1 (IIq, VF) — > 
ff(^, W) pour tout nQ-module W et tout i G N (cf. pXTj) . 

Enfin, on note /C + = Q p [[ç]] le complété g-adique de /C|~ f le complété g-adique de 
â~m = â + [Çm, Qm] pour M > 1 un entier, /C+ la réunion des JC^ pour tout M > 1, ainsi que 
JCp Ip00 la réunion des /C^- p „ pour tout n > 1. 

1.2 Introduction 

1.2.1 Fonctions L p-adiques de formes modulaires 

Soit N > 1 et soit e un caractère de Dirichlet modulo N. Soit /(r) = a n<? n ^ 

S , fc(r (A^), e) une forme primitive de poids k > 2 avec g = e 2mT . Soient a, (3 les racines du 
polynôme X 2 — a p X + e(p)p k ~ 1 . Soit v p (a) < k — 1, on pose f a (r) = /(r) — (3f(pr). C'est 
une forme de niveau iVp, propre pour tous les 7], normalisée, et avec la valeur propre a 
pour U p . Soit X^n=L b n q n ^ N le g-développement de / a . Comme t> p (a) < k — 1 (en particulier 
a ^ ), on peut prolonger n ^ &„ en une fonction sur en forçant l'équation fonctionelle 
b-np ocb n . 

Soit G LC C (Q P , Q) une fonction localement constante à support compact dans Q p , à 
valeurs dans Q. On définit la fonction L complexe de la forme modulaire / associée à et 
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n n s . 



a, par la formule 

L(f a ,(f),s) = ^ <K n ) 6 ' 
"6Z[|] 

La série converge pour Re(s) > e ^ 1 & fonction L(f a ,(j),s) admet un prolongement 
analytique à tout le plan complexe. De plus, il existe des nombres complexes non nuls 
flj permettant de rendre algébriques les valeurs spéciales L(f a , <p,j) de L(f a , 0, s), pour 
1 < j < k — 1. Plus précisément, si G LC C (Q P , Q), alors 

m L(fé . (Q^w-fij, m i < j < * - = (- 

(-2i7r)J (Q(/ a ,6v)-nj, ffll<j<A;-l,0(-x) = (-l)' + V(aO- 

On pose 

où o (— l)(x) = (f)(—x), ce qui est à valeurs dans Q et permet de le considérer comme un 
nombre p-adique. 

On définit une transformée de Fourier de LC C (Q P , Q p ) dans LC C (Q P , Q p ) par la formule 

$(x)= f <P(y)e- 2mxy dy = p~ m £ m^ x \ 

JQp y mo d p m 

où m G N assez grand. 

Rappelons que la transformée d'Amice nous donne un isomorphisme entre l'algèbre des 
distributions sur Z p à valeurs dans une extension finie L de Q p et l'anneau TZ\ des fonctions 
localement analytiques sur la boule ouverte v p (T) > à coefficients dans L : 

A:V(Z p ,L)='Jl+; f i^A,(T)= [ (l + Tf/i. 

Une distribution fj, sur Z p est d'ordre k si sa transformée d'Amice A^T) = ^ o n T n est 
d'ordre k (i.e. la suite de terme générale {v p (a n ) + Hog p n} est minorée.) 

Théorème 1.3. Si v p (a) < k — 1, il existe une unique distribution /if t0l d'ordre v p (a) sur 
Z p , telle que l'on ait 



quels que soient G LC(Z p ,Q p ) ; et 1 < j < k — 1. De plus, quel que soit une fonction 
localement analytique sur Z p à valeurs dans Q p; on a f pZ <p( y p~ 1 x)fj,f ta = a" 1 f z </>(x)/x/ iQ . 

Ce théorème signifie l'existence de l'interpolation p-adique des valeurs spéciales de la 
fonction L complexe de f a . En particulier, on peut construire la fonction L p-adique de / 
associée à a et à un caractère localement analytique : Z* — y Q p , 

L p , a (f,(f>,s) = / 0(x)(x) s_ V/,a, où (x) 8 " 1 = exp((s- l)log(x)) et s G Z p . 



La démonstration du théorème 11. 31 a été donnée par plusieurs personnes via des méthodes 
très différentes. Celle de Kato [9] repose sur la construction d'un système d'Euler (via la if- 
théorie) et sur une loi de réciprocité explicite résultant d'un calcul délicat dans les anneaux de 
Fontaine, qui permet de montrer que la machine à fonctions L p-adiques de Perrin-Riou |13| 
fournit naturellement la distribution fif a quand on l'applique au système d'Euler de Kato. 
Colmez a esquissé dans [5] une variante de la méthode de Kato, et ce texte est consacré à 
vérifier que cette esquisse, convenablement modifiée, conduit bien au résultat de Kato. 

1.2.2 Le système d'Euler de Kato 

En bref, un système d'Euler est une collection de classes de cohomologie vérifiant une 
relation de distribution. On construit le système d'Euler de Kato comme suit : 

A partir des unités de Siegel, on construit une distribution algébrique Zsiegei sur (Q £g> 
Z) 2 -(0,0) à valeurs dans Q® (M(Q)[^\)*, où A = q Un^ii 1 ~ <?™) 24 est la forme modulaire 
de poids 12. Cette distribution -2si ege i est invariante sous l'action du groupe IÏq. La théorie 
de Kummer p-adique nous fournit un élément 

4t g ei e H 1 (l4 > 2> a i g ((Q® Z) 2 - (0,0), 0,(1))). 

Par cup-produit et restriction à Iïf C U' Q et M 2 (Q® È) (p) C ((Q®Z) 2 - (0, 0)) 2 , on obtient 
une distribution algébrique : 

^Kato G H 2 (Il{f, D a lg(M 2 (Q <g> Z) Q p (2))). 

En modifiant ZKato par un opérateur (c 2 — (c, l))(d 2 — (1, ci)) (cf. §2.3.21 ) qui fait disparaître 
les dénominateurs, on obtient une distribution algébrique à valeurs dans Z p (2) (que l'on peut 
donc voir comme une mesure), et une torsion à la Soulé nous fournit enfin un élément 

ZK a to,c,d(k,j) e H 2 (njf ,£ alg (M 2 (Q® ±)W,V kij )), 

où Vk,j = Sym fc ~ 2 V p (g) Q p (2 — j), où V p est la représentation standard de dimension 2 de 
GL 2 (Z P ). 

1.2.3 La loi de réciprocité explicite de Kato 

La loi de réciprocité explicite de Kato consiste à relier l'élément 2Kato,c,<z(^> j), qui vit 
dans la cohomologie du groupe n^, à une distribution construite à partir de produits de 
deux séries d'Eisenstein (le produit scalaire de Petersson d'une forme primitive avec un tel 
produit fait apparaître les valeurs spéciales de la fonction L de /, et c'est cela qui permettrait 
de construire la fonction L p-adique). Ceci se fait en plusieurs étapes : 

• On commence par "localiser" notre classe de cohomologie à ^ et à étendre les coefficients 
de 14j à B^ R (j| + ) (g) Vl.j, où B ( | R (^ + ) est un énorme anneau de Fontaine. 

• On constate que l'image de 2Kato,c,d(&) j) sous l'application "de localisation" 

H 2 (Il{f, £ alg (M 2 (Q <g, Z)«, V Kj )) -> R 2 (g R , S) alg (M 2 (Q g) Z)^,M+ R (jt) <g) V kJ )) 
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est l'inflation d'un 2-cocycle sur P<g cl à valeurs dans £ alg (M 2 (Q <8> Z)( p ), B+ R (£+ ) (g) V kd ). 
Les méthodes de descente presque étale de Tate [16J et Sen [15J, revisitées par Faltings [8J 
(cf. aussi Andreatta-Iovita [3J) permettraient de montrer que c'est toujours le cas, mais nous 
donnons une preuve directe pour l'élément de Kato (cf. la construction dans §5.21) . 

• On construit une application exponentielle duale (cf. § 15. ip : 

exp^ ato : H 2 (P Qp ,2) alg (M 2 (Q®Z)^,B+ R (^+) ® V kJ )) H (P Qpl 2) aIg (M 2 (Q® Z)«,^)); 
et on calcule l'image de Zk a to,c,d{k, j)- On obtient finalement le résultat fondamental suivant : 
Théorème 1.4. Si k > 2, 1 < j < k — 1, et c,d G Z* on a : 

expKato(^Kato, c ,d(A;, j)) = ^^(k , j) , 

oùz^ scd (k,j) G H°(Ç&, S) a ig(M 2 (Q(8>Z)^, )) est la localisée d'une distribution z-Ei s , c ,d{k , j) 
sur M 2 (Q <8> Z), à valeurs dans A4™ ng (Qp ycl ) C fixée sous l'action de TIq. 

1.2.4 La cohomologie de P m 

Soit M > 1 tel que f p (M) = m > v p (2p). On note ^Afp°° = U„>i^A/p™- La définition 
de l'application expj^ ato et le calcul de l'image de 2Kato,c,d(&) j) reposent sur une description 
explicite de la cohomologie du groupe de Galois P& M de l'extension &Mp°°/&M', c'est un 
groupe analytique p-adique de rang 2, isomorphe à 

P m = {(?S)E GL 2 (Z p ) : a = 1, c = 0, b G p rn Z p , d G 1 + p m Z p }. 

Soit V une représentation analytique de P m . On démontre le très utile résultat suivant, où 
l'on note (u, v) l'élément ( J e " ) de P m : 

Théorème 1.5 (Prop fl~TUl) . 5oz£ K nne représentation analytique de P m . yl/ors 
(i) Tbîit élément de H 2 (P m , V) est représentable par un 2-cocycle analytique ; 
(îi) On a H 2 (P m , V) = V/(<9i,<9 2 — 1), et l'image d'un 2-cocycle analytique 

{{u,v), (x,y)) -> C(u,v),{x,y) = ^2 Ci,j,k,iu l v J x k y l , 

i+j+k+l>2 

par cet isomorphisme, est celle de S^(c(u >v )^ x>y ^) = 01,0,0,1 — c o,i,i,o- 

1.2.5 Survol de la méthode de Kato et sa variante de Colmez 

Nous donnerons un survol vague de la démonstration du théorème 11.31 pour expliquer le 
rôle du théorème 11.41 dans la méthode de Kato. Pour plus de détails, on renvoie le lecteur à 
et 0. 

• Si k > 2 et j G Z, Kato [9J a construit un système cohérent CM{k,j) G H 2 t (y(M), W^j), 
où Wkj est le système local sur la courbe modulaire Y (M) de niveau M dans la cohomologie 
du lequel on découpe les représentations p-adiques associées aux formes modulaires de poids 
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k et de niveau M d'après Deligne [7J. Ensuite, il dispose d'une application exponentielle 
duale : 

(3) exp^ ato : K 2 et (Y(M), W k>j ) -> R 2 et (Y (M), B+ R (K) ® W kJ ) K M , 

avec K M = IK[Cm, 9m] et K la clôture algébrique de K, où K est le complété p-adique du 
corps des fractions de Z p [[g]] [g -1 ]. Dans son exposé de Bourbaki [5], Colmez a reformulé 
cette application par la méthode de Tate-Sen-Colmez pour le corps K et il a ésquissé une 
preuve du théorème 11.41 Sa méthode est très belle ; en revanche, le 2-cocycle qu'il a explicité 
(cf. § 15.21) n'appartient pas à son groupe de cohomologie. Cela nous oblige à élarger le corps 
K et à reconstruire l'application expj^ ato pour l'anneau Â + suivant l'idée de Colmez. 

D'autre part, si V est une représentation de de Rham de Gq p [ç m ], on a l'application 
exponentielle duale de Bloch-Kato : 

exp^ K : H 1 (Çq p [ Çm ] , B^ R (Q^) (g) V) = E°(Q QpKm] , B+ r (Q;) ® V) =: D+jy), 

dont l'inverse est donné par le cup-produit avec logXcyci G H 1 (^q p [^ m ], Q p ). En plus, Kato [9] 
a vérifié que le diagramme suivant est commutatif : 

Kl t (Y(M),W kjj ) 



HH^QpM.BâftCQp) ® H et(^(M)^, W kJ )) 

D+ R (Rl t (Y(M)^, W kJ )) *M k (T M ,Q) ® Q P — -K A/ 

Ceci lui permet d'identifier les deux applications exponentielles. En revanche, je ne sais pas 

comment comparer exp^ K et la nouvelle expj^ ato . 

On identifie expg K et exp^ ato et on projette le système d'Euler de Kato sur la composante 

à la forme primitive /. Ceci demande de calculer le produit scalaire de Pertersson de / avec 

un produit de deux séries d'Eisenstein, ce qui se fait au moyen de la méthode de Rankin et 

le résultat fait intervenir les valeurs spéciales des fonction L attachées à / et ses tordues des 

caractères de Dirichlet. 

•Soit L une extension finie de Q p . On note TZl (resp. E' L ) l'anneau des f(T) = o, n T n 

nez 

des fonctions analytiques (resp. analytiques bornées pour la valuation v p (f) = inf v p (a n )) sur 
une cournonne du type < v p (T) < r, où r dépend du / et a n sont des éléments de L. On 
les munit d'un frobenius ip et d'une action de T = Gal(Q p (C p oo)/Q p ) via les formules : 

ip(£, *kT k ) = + T T ~ !)" et 7(E a k T k ) = Ofc((l + 2T cycl(7) - !)*■ 

fcez fcez feez fcez 

Ces actions commutent entre elles. 

Un (<£>, r)-module étale sur E\ est un ^-espace vectoriel D de dimension finie d muni 
d'actions semi-linéaires de (p et T commutant entre elles, vérifiant que la matrice de (p sous 
une certaine base de D appartient à Gh d {O e \) avec £ \ — {/ G S\\v p {f) = inf v p (a k ) > 0}. 
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Sur un (ip, r)-module étale sur il existe un opérateur ip communtant avec l'action de T, 
qui est l'inverse à gauche de (p. 

La théorie d'Iwasawa et la théorie de (<p, r)-modules (cf. |4j) nous fournissent un isomor- 
phisme : 

Exp* : H} W (Q P , V) = K\g Qp ,V (Z;,V)) - (D\V)r=\ 

avec V une L-représentation de Gq p et 2)o(Z*, V) l'algèbre des mesures sur Z* à valeurs dans 
V. 

Soit V une L-représentation cristalline de Gq p - Une analyse délicate ( cf. section 4.4 dans 
[5] ) de la structure de (D* (V))^ =1 fournit une candidate pour la distribution voulu dans le 
théorème 11.31 

• Il reste à vérifier la propriété d'interpolation, mais c'est une conséquence non-triviale 
du théorème suivant (cf. [1]) : 

Théorème 1.6. Si V est une L-représentation de de Rham de Gq p , si n G N assez grand, 
et si il G Hj w (Q p , V), alors <y2~ n (Exp*(/i)) converge dans Bj R (Q p ) <g> V , et on a 



n (Exp*(/i)) = 5>xpW / rz~V) G L(( pn )[[t}\ ® D dR (y). 

nez ^1+P"Zp 
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2 Système d'Euler de Kato 

2.1 Séries d'Eisenstein-Kronecker et la distribution ZEi s 

2.1.1 Formes modulaires 

Soient % = {x + iy, y > 0} le demi-plan de Poincaré, A C R un sous anneau. On note 
GIj2(A) + = {7 G GL2(A)|det7 > 0}, et on définit une action à droite de GL2(M)+ sur 
l'ensemble des fonctions de classe C°° de % dans C par la formule : 

Soit / une fonction de classe C°° de "H dans C fixée par un sous groupe T de SL^Z) 
d'indice fini. Alors cette fonction / est une fonction périodique de période N pour un certain 
entier iV > 1. Le g-développement de / s'écrit sous la forme ci-dessous : 
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Définition 2.1. Soit L un sous-groupe de SL 2 (Z) d'indice fini. Une forme modulaire de 
poids k pour L est une fonction holomorphe / : "H — > C vérifiant les propriétés suivantes : 
(!) f\ k l = f P^r 7 e T; 

(2) / est holomorphe en îoo (i.e. quel que soit 7 G L \ SL 2 (Z), le g-développement de 
/| fe 7(r) est de la forme a n q n , où q = e 2î7rr : il n'y a pas de termes négatifs). 

Si K est un corps algébriquement clos et si L est un sous-groupe distingué d'indice fini de 
SL 2 (Z), alors le groupe des automorphismes de A4(T,K) sur .M(SL 2 (Z), K) est SL 2 (Z)/T. 

Ceci implique IT^ = SL 2 (Z), où SL 2 (Z) est le complété profini de SL 2 (Z). Dans le cas général, 
on dispose d'une suite exacte : 



1 -)• % -> n 



qui admet une section — )■ II^ naturelle, en faisant agir sur les coefficients du q- 
développement des formes modulaires. 

Soient / G A4k(X,K) et a G GL 2 (Q) + . On peut vérifier que (/ * a)| fc (a; _1 7a) — f * a 
pour tout 7 G T. Donc f * a est invariante pour le groupe a^Ta f] SL 2 (Z). Comme a peut 
s'écrire sous la forme 7(0 d) avec 7 £ SL 2 (Z), on déduit 



d k (f\M—j—), 



ce qui montre que f*a est holomorphe en ioo. Donc f*a est une forme modulaire et M.(K) 
est stable sous l'action de GL 2 (Q) + . On définit LT^ comme le groupe des automorphismes de 
M(K) engendré par Tl K et GL 2 (Q) + . Plus généralement, si S C S? est fini, on note 11^ le 
sous-groupe de IT^- engendré par H K et GL 2 (Z( S )), où est le sous-anneau de Q obtenu 
en inversant tous les nombres premiers qui n'appartiennent pas à S. 

Le groupe des automorphimes de .M cong (Q cycl ) sur A'f(SL 2 (Z), Q cycl ) est le groupe profini 
SL 2 (Z), le complété profini de SL 2 (Z) par rapport aux sous-groupes de congruence. D'autre 
part, quel que soit / G .M cong (Q cycl ), le groupe Gq agit sur les coefficients du ^-développement 
de / à travers son quotient Gal(Q cycl /Q) qui est isomorphe à Z* par le caractère cyclotomique. 
On note H le groupe des automorphismes de .M cong (Q cycl ) sur .M (SL 2 (Z), Q). La sous-algèbre 
A / f cong (Q cycl ) est stable par Uq qui agit à travers H. 

Théorème 2.2. On a un diagramme commutatif de groupes : 



IL 



IL 



- Gq ■ 



1, 



•SL 2 (Z) 



H 



Gal(Q 



cycl 



'-() 



1 SL 2 (Z) GL 2 (Z) dct > Z 



Xcycl 



où a : H — )> GL 2 (Z) est un isomorphisme, ce qui permet d'identifier H et GL 2 (Z). Dans 
cette identification la section de Gq dans Uq décrite plus haut envoie « G Z* sur la matrice 

(â°)eGL 2 (Z). 
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La démonstration repose sur l'étude des séries d'Eisenstein qui se trouve plus loin, et 
donc on donne l'idée ici. 

•Construire une bijection a : H — >■ GL2(Z) : 
Soit u G Z* et soit cr u G Gal(Q cycl /Q) l'image inverse de u dans Gal(Q cycl /Q) via l'isomor- 
phisme Xcyci : Gal(Q cycl /Q) = Z*. On peut décomposer H (resp. GL 2 (Z)) en l'ensemble 
SL2(Z)er u (resp. SIj2(Z)(q°)) par la classe à droite suivant SL2(Z). Alors, on définit une 
bijection de H sur GL2(Z) en envoyant la classe à droite 7<7 U sur 7(0 2), si 7 G SL2(Z). 

•L'étude des séries d'Eisenstein (cf. Prop. [27TTT) montre que la bijection a : H — >■ GL 2 (Z) 
construite dans l'étape précédente est un morphisme de groupes : 

En utilisant la bijection a, on définit une action de GL 2 (Z) sur .M cong (Q cycl ) induit par celle 
de H : 

Définition 2.3. Si 7 = 7o ( J ° ) G GL 2 (Z) avec 7o G SL 2 (Z) et m G Z*, et si / G .M cong (Q cycl ), 
on définit 

/*7:=/* (tt _1 ( 7 )) = / * (7o0"«)- 

En utilisant le fait que l'algèbre .M (SL2(Z), Q) est engendrée par les séries d'Eisenstein, 
on conclut que le corps des fractions de .M cong (Q cycl ) est engendré par les séries d'Eisenstein 
par la théorie de Galois pour l'extension Frac(.M cong (Q cyc1 )) sur Frac(A^(SL 2 (Z), Q)). On 
définit une autre action du groupe GL 2 (Z) sur les séries d'Eisenstein ( cf. déf. 12.61 ). dont 
on peut le prolonger en .M cong (Q cycl ), et on montre dans la proposition 12.111 que ces deux 
actions coïncident. Donc a est un morphisme de groupes et cela nous permet d'identifier le 
groupe H au groupe GL 2 (Z) naturellement. 

2.1.2 Séries d'Eisenstein-Kronecker 

Les résultats dans ce paragraphe peuvent se trouver dans le livre de Weil [17] . 
Définition 2.4. Si (r, z) G H x C, on pose q = e 2t7TT et q z = e 2lnz . On introduit l'opérateur 
^ z := 2^Jz = Q z ~Bq~- O n pose aussi e(a) = e 2l7Ta . Si k G N, r G "H, et z, u G C, la série 
d'Eisenstein-Kronecker est 

qui converge pour Re(s) > 1 + |, et possède un prolongement méromorphe à tout le plan 
complexe avec des pôles simples en s = 1 (si k = et u G Z + Zr) et s = (si k = et 

z G Z + Zr). Dans la formule ci-dessus signifie (si z G Z + Zr) que l'on supprime le 
terme correspondant à ou = —z. De plus, elle vérifie l'équation fonctionnelle : 

ZXl — HZ 

H fe (s, r, m) = e( — )H fe (fc + 1 - s, r, m, z). 

r — r 

Si > 1, on définit les fonctions suivantes : 

E k (r,z) = E k (k,r,z,0)(= T^TI E' r I û si k ^ 3 )' 

F k (r,z)=R k (k,rAz)(=—^- k £ _ c (__) d > 3). 
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Les fonctions E^(t, z) et Fj.(r, z) sont périodiques en z de période Zr + Z. De plus on a : 

E k+1 (r, z) = d z E k (r, z), si k G N et E (r, z) = log \6(r, z)\ si z ^ Z + Zr, 
où 0(r, 2) est donnée par le produit infini : 

9(t, z) = q^\q^ - q^) - ? B 8,)(1 - <f C 1 ))- 



n>l 



On note A = (d z 9(r, z)\ z= o) 12 — q I I (1 — g™) 24 la forme modulaire de poids 12. 

Soient (a, fi) G (Q/Z) 2 et (a, b) G Q 2 qui a pour image (a, fi) dans (Q/Z) 2 . Si k = 2 et 
(a, /?) 7^ (0, 0), ou si k > 1 et k 7^ 2, on définit : 

43 = ^( r ' aT + h ) et F S = F ^ ar + b). 
Si jfe = 2 et (a, /3) = (0, 0), on définit^ E$ = F (2) := lim^a H 2 {s, r, 0, 0). 

ffe) (k) 

Lemme 2.5. Les functions E^ ^F^ satisfont les relations de distribution suivantes, quel 
que soit l'entier f > 1 : 



(5) E <W fe£ ïï * E F% = f 2 ~ k C 



fal=aJ pi =j3 fa , =aJ p, =t5 

(6) E O7) = ^ïï E O7) = 

Démonstration. Soit (a,b) G Q 2 un représentant de (a, (3) G (Q/Z) 2 . Les relations pour E^fl 
se déduisent du calcul suivant pour k > 3 (pour = 1,2, il faut utiliser un prolongement 
analytique ) : 



V F {k) V r ( fc ) \ l = f k F (k) . 

Z^ - C/ «',/3' ' Z^ (-2iir) k ^ (ni l °+V l a,/3 ' 



f/3'=/3 0<j</-1 



V" F w ( r \ -sr r ( fc ) v' 1 _ f fc F (fc) 

//3'=/3 J i=o 1 ZmJ (^ + T + — J 

La relation ^al'(l) = f^al se déduit du même genre de calculs que les relations 
E ^ = f 2 - kF ^ ^ E ^(7) = et la relation E ^ = Z 8 "*^ se 

/a'=Q //3'=/3 /<*'=<* 

//3'=/3 //?'=/? 

déduit facilement en utilisant les deux égalités suivantes : 
(1) Quels que soient w G Z + Zr et < i, j < f — 1 , on a 

,i(wf — tw) + j(w — 1Ï>), 
r — r 



1. La série i?2(s, t, 0, 0) converge pour Re(s) > 2, mais pas pour s = 2. 
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(2) Quel que soient w = fw' + m + nr avec w'gZ + Zt et m ou n ^ 0, on a 



i/,fc e ^ 



t — r 

0<i</-l 

o<j</-i 



□ 



On dispose d'une action du groupe GL 2 (Z) sur les séries d'Eisenstein. 
Définition 2.6. Si 7= G GL 2 (Z), jfe > 1 et (a,/3) G (Q/Z) 2 , on définit 

■^a.jS 7 — ^aa+c0,ba+dj3 el 1 a,/3 °1 ~ ? aa+b/3,ca+d/3- 

Nous allons vérifier que ces séries d'Eisenstein appartiennent à .M cong (Q cycl ) (cf. prop. 
12771) et que l'action de GL 2 (Z) sur .M cong (Q cycl ) via la bijection a : H -»■ GL 2 (Z), définie 
plus haut, induit l'action précédente sur les séries d'Eisenstein. 

Proposition 2.7. fij = F$ = ^E*, où E* = + 1-24 ^(n)?" est 

/a série d'Eisenstein non holomorphe de poids 2 habituelle. 
(2) Si Na = N/3 = 0, alors 

(a) = E^ - E$ G M 2 (T N , Q(Cjv)) et G M k (T N , Q(( N )) si k > 1 et k jt 2. 
f&J FiSewMfc^Q^Jv)) si k >l,k ^ 2 ou si k = 2, {a, fi) ^ (0, 0). 

Les résultats au-dessus sont bien connus. Pour faciliter la lecture, on donne l'idée ; les 
détails se trouvent plus loin. 

Démonstration. (1) Par définition, on a 

(2)_ P (2)_,; m H*) \^ ^ 



A),o - ^o,o - v ^ , ^ 

On applique la formule de Poisson pour la somme (voir la démonstration de la propo- 
sition (|2.9j) ) et prend la limite. 
(2) On considère le g-développement des séries d'Eisenstein et on va montrer dans la 
proposition 12.91 que les coefficients sont dans l'extension cyclotomique. Il ne reste qu'à 
vérifier que les séries sont fixées par le sous-groupe de congruence T^. Mais ce fait est 
vérifié par des formules plus générales dans la proposition 12.111 

□ 



2.1.3 Les ç-développements de séries d'Eisenstein 

Soit A un sous-anneau de C. On note Dir(C) le C-espace vectoriel des séries de Dirichlet 
formelles à coefficients dans C, ainsi que Dir(A) le sous A-module de Dir(C) des séries de 
Dirichlet formelles dont les coefficients sont dans A. On définit une action du groupe de 
Galois Qq = Gal(Q/Q) sur Dir(Q) en agissant sur les coefficients. 



13 



Soit a G Q/Z. On définit les séries de Dirichlet formelles ((a, s) et (*(a, s), appartenant 
à Dir(Q cycl ), par les formules : 

oo 

c(a, s) = Yl n ~ s et c>, s ) = E ^ ann ~ s - 

ne<Q!j_ n=l 
n=a mod Z 

La fonction £(a, s) admet un prolongement méromorphe à tout le plan complexe, holomorphe 
en dehors de pôles simples en s = 1 de résidu 1. 

Considérons l'application surjective Xcyci : Qq ~ > Z*. Soit d G Z* et soit un relèvement 
de d dans £?q. Alors on définit l'action de d G Z* sur les séries de Dirichlet formelles £(a, s) 
et Ç*(a, s) via cr^ agissant sur les coefficients^. 

Lemme 2.8. On a Ç(a, s) * d — Ç(a, s) et Ç*(a, s) * d = Ç*(da, s). 

La proposition suivante décrit les g-développements de séries d'Eisenstein et elle montre 
que les coefficients du g-développement des séries d'Eisenstein sont dans Q cycl . En particulier, 
celle-ci nous permet de conclure le résultat de la proposition 12.71 

Proposition 2.9. (i) Si k > 1, k ^ 2 et a, /3 G Q/Z, alors le q- développement Yl a n<l n 

neQ+ 

de est donné par 

V ^ = C(«, s)C(P, s — k + l) + (-l) fc C(-«, s)C(-P, s — k + ï). 

De plus, on a : soit k ^ 1. a = 0(resp. Oq = Ç*(/3, 1 — k)) si a ^ (resp. a = 0) ; soit 
k = 1. On a a = C(«, 0) (resp. a = |(C*(/?, 0) - C*(~P, 0))) a ^ (resp. a = 0). 
(m^ Si k > 1 ei a, /3 G Q/Z(sz k = 2, (a, j3) ^ (0, 0)) ; a/ors /e q- développement ^2 a nQ n 

de F^l est donné par 

V ^ = C(a, s - k + l)C(/3, s) + (-l) fc C("«, s - fc + l)C(-/3, «). 

De plus, on a : soit k ^ 1, ao = ({a, 1 — k) ; 

soit k = 1, a = ((a, 0)(resp. a = §(C*C#, 0) - C*(— P, 0))) 0(resp. a = 0). 

Démonstration. Choisisons une présentation (&, $) G Q 2 de (a,/3) G (Q/Z) 2 , alors la fonc- 
tion (resp. E^p) est définie par évaluer la fonction Hk(s, r, 0, 5ct+/3) (resp. Hk(s, r, âr + 

/3, 0)) en fc = s. La fonction Hk(s, r, z, «) converge si Re(s) > 1 + 1, possède un prolongement 
méromorphe à tout le plan complexe, holomorphe en dehors de pôle simple en s = 1 (si k = 
et u G Z + Zr) et s = (si k = et z G Z + Zr). 

2. L'action de sur e 2î7rQ est donnée par <7d*e 2î7rQ = e 2î7r , où est bien défini car on a l'isomorphisme 
(Q®Z)/Z = Q/Z. 
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Pour obtenir les formules dans la proposition, on applique la formule de Poisson (pour 
k = 1,2, il faut utiliser un prolongement analytique.) Montrons (ii) en utilisant la formule 
de Poisson. 

Pour simplifier la formule, on écrit z = àr + $ et on pose r = x + iy G "H avec x, y G R. 
De la définition, on a : 

tt i r\ \ r ( s ) —2iy k sr ^ 1 wz — zw. 

v 7 m.neZ v 7 1 1 

r(s) x - (2iy) 



> 7 -— — r — relmp - na) 

^— ' Im-r 4- n \ s lmT 4- n \ s ~ K 



(— 2ni) s ^ [mr + n) s {mr + n) s ~ k 

Y{s) ,v-V- (2iy) s - k . ~ 

= , n > > t m/3 - nà) + 

(-2m) sK ^ ^ (mT + n) s (mf + n) s ~ k v y 

V 7 m>0 neZ V 7 V 7 

+ (_!)*-* y y (gjyg ( _ m ^ _ nâ)) 

v 7 ^ ^ (mr -n) s (mf -n) s - k v /y 

m>0 neZ v 7 v 7 

Si Re(s) > 1 + |, la fonction fit) = ^ mT ^^~l°^ t y-k vérifie la condition de la formule de 
Poisson. Alors, 

,/ x v^^/rx, x f + °° e- 2i7Tnt e(m(3 - ta) , 



= ^e(m((n + â)x + / 5)) y 



mr + t) s (mr + t) s k 

+oo e -2î7r(n+ô)t 



s— A; 

oo 



(imy + t) s (—imy + £) 4 



Alors, si s = k, on a fc > 3 et on a e ~^^ dt = (-2m) k T(ky\n+à) k - l e- 2 ^ m{ - n+ ^; 
grâce à la méthode des résidus. Ceci nous donne 

J^/(n)= ^ (-2i7r) fe r(A;)- 1 n fe - 1 ç m "e(m / 5). 

neZ neQ+,n=a[Z] 

On peut aussi appliquer la formule de Poisson à la fonction g{t) = ^^yl^^y-k pour 
s = k > 3 et obtient 

J29(n) = Yl (-2i7r) fe r(fc)- 1 n fe - 1 ^ re e(-m^). 

neZ rteQ+,n=-a[Z] 
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Donc on a 



F S = E E ^AM + (-lfE E n k - l q mn e{-mj3) 

m>0n£Q + ,n=a[Z] m>0 n£Q + ,n=-a[Z] 

' ({a, l-k) + J2 E n k - 1 q mn e{m(3) + 
+ (-l) k E ^- 1 ç mn e(-m / g); si a ^ 0, 



m>0 neQ + ,n=-a[: 



2 (C*(/3, 0) - C*(-£, 0)) + E ^^ mn eM) + 

m>0n6Q+,n=a[Z] 

+ (-l) k E n k - x q mn e(-mf))\ si a = et k = 1; 

rrt>On€Ql,nEE-a[Z] 



Donc, 



/ ■/ j^s Z__/ Z__/ 

neQ^ n6Q!j_,n=Q[Z] m=l 

+oo 

ngQI, m=l 



(mny 



nS<Q!j_,n=-a[Z] m=l 



1 



ri 



+ ^ ^ E m ^E' 



-2mmfi 



2i-Kmj3 „fe— 1 



1 



(mny 



s-k+l 



n 



C ( a> s _ fc + s) + (-l) fc C("«, s - fc + 1)C(-A s)- 



□ 



Remarque 2.10. (i) D'après cette proposition, on voit que et ont le même 
g-développement pour tous les a, (3 G Q/Z (On peut aussi déduire ce résultat par 
l'équation fonctionnelle de Hk(s,T, z,u)). 
(ii) Soit d G Z* et soit cr^ un relèvement de d dans Çq. L'action de Z* induit par l'action 
de H sur les séries d'Eisenstein est donnée par ad agissant sur les coefficients du q- 
développement de formes modulaires. Il équivaut à trouver l'action de Z* sur les séries 
de Dirichlet formelles associées. Soit J2 nÇ Q + a n q n le g-développement de (resp. 

Fa})- Alors le g-développement X] ne Q + b n q n de * d est donné par 



E ^ = E ^ * d = s K* w s-k+i) + (-i) k a- a , S )c(-dp, s-k+i), 

0(resp. (*(d/3, 1 — k)); si k ^ 1, a ^ 0(resp. si a = 0), 



b 



((a, 0)(resp.-(C*(d/3, 0) - ?{-dP, 0))); si fc = 1, a ^ 0(resp. a = 0); 



16 



et celui de F£p * d est donné par 

J2 % = C(«> s - k + 1)CW, s) + (-l) k ((-a, s-k + l)C(-dfi, s); 
((a, 1 — k)); si k ^ 1, 

C(a, 0) ^ resp.^(C*(rf/3, 0) - Ç{-dfi 0))^ ; si A; = 1, a ^ 0( resp. a = 0); 
Donc on a * d = E% et F$ * d = F%. 



Proposition 2.11. Si j = ( a c b d ) G GL 2 (Z),Â; > 1 et (or,0) G (Q/Z) 2 ; 



on a : 



^a,p * 7 — &aa+c/3,ba+df3 et * 'a,/9 * 7 ~ ^ aa+c/3 ,ba+dl3 • 

Démonstration. Comme GL 2 (Z) = U de ^» SL 2 (Z)(q 2), il suffit de vérifier pour 7 G SL 2 (Z) et 
( S) avec d G Z*. Le cas de (JJ) suit du lemme I2T51 et du g-développement de la proposition 



12.91 Le cas de SL 2 (Z) suit du calcul pour SL 2 (Z) et se déduit par continuité. 

Le calcul pour SL 2 (Z) est facile et on seulement donne le calcul pour la relation E^l 



E a* + cPM+dV Choisissons une présentation (â,/3) G Q 2 de {a, fi) G (Q/Z) 2 , et si 7 = (%\) G 
SL 2 (Z), alors on a : 



(fe) 

aa+c/3 ,ba+d/3 



T 



□ 



2.1.4 Les distributions z-E- ls (k) , z' ms (k) , et -2eîs(^,j) 

Soient X = (Q ® Z) 2 ,G = GL 2 (Q g) Z) et V = A^™ ng (Q cycl ). Alors X est un espace 
topologique localement profini et G est un groupe localement profini, agissant continûment 
à droite sur X par la multiplication de matrices. 

L'action de G sur V à droite, noté par *, se déduit de l'action de ITq sur V et l'action 
de LTq se factorise à travers GL 2 (Z). Comme tout 7 G GL 2 (Q (g) Z) peut s'écrire sous la 
forme 7 = gi( r r ° ) (J e)g 2 avec gi,g 2 G GL 2 (Z),r G et e un entier > 1, il suffit de 
donner les formules pour 7 G GL 2 (Z),7 = (o r°o) et 7 = (oe) respectivement. Comme 
( r o r° ) et (q e) apparaissent dans GL 2 (Q) + , on prend ses actions par la formule (j2J) dans 
"notation". Si 7 G GL 2 (Z), en utilisant la décomposition GL 2 (Z) = U de ^» SL 2 (Z)( g ° ), on 
décompose l'action de 7 en deux parties. Comme on est en poids k, l'action de SL 2 (Z) est 
l'action j^. L'action de (JJ) est via un relèvement o~d dans Qq agissant sur les coefficients 
du g-développement. En particulier, au cas des séries d'Eisenstein, la proposit ion 12 . 1 1 1 nous 
donne les formules explicites. Les formules ([T]) dans "notation" s'applique au cas au-dessus. 
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Théorème 2.12. Si k > 1, il existe une distribution algébrique ^Eis(^) {resp. z' Eis (k)) ^ 
®aig((Q ® Z) 2 , A^ ong (Q cyc1 )) vérifiant : quels que soient r G Q* et (a,b) G Q 2 , on a 



[ z Eis (k) = r- k El\ r _ lb (resp. [ z Eis (k) = r- k Ë^X ar _ lb si k = 2) 

J (a+rZ)x(6+rZ) J {a+rÈ)x(b+r±) 

/ „ z ' Eis (k) = r * 2 F r - 1 a,r- 1 b- 

J (a+rZ)x(b+rZ) 

De plus, si 7 6 GL 2 (Q <8> Z), alors z E i S (k) * 7 = ^EisC^) e ^ ^Éis(^) * 7 = | det 7| 1_fc ^Éis(^)- 

(k) 

Démonstration. L'existence de la distribution résulte des relations de distribution de E a/3 
et F^l dans le lemme (12.5p . Comme tout 7 G GL 2 (Q <8> Z) peut s'écrire sous la forme 
7 = #i( g r ° ) (0 e)^2 a vec 9ii92 G GL 2 (Z),ro G et e un entier > 1. Alors, il ne reste qu'à 
calculer les actions de GL 2 (Z), ( r ° r ° o ) et (Je) respectivement. On donnera le calcul pour la 
distribution algébrique z E i s (k) et la relation pour z' Eis (k) est du calcul de la même manière. 

- Si 7 G GL 2 (Z), on a | det7| = 1. 

/ z Eis {k) * 7 = ( I ZMs(k)) * 7 = r~ k El k ] lar _ lb . 

J (a+rZ) X (6+rZ) \J ((a+rÊ) x (b+râ))*7 _1 / 

La dernière équation dans la formule au-dessus se déduit de la proposition 12.111 

- Si 7= ( r o\° ),ona: 

/ z E is{k) * 7 = ( / z Eis (k)) * 7 = (f r k (El\ r - lb ) * 7 

, r , .. _u 1 



' -E™ ^( 1 r)=r~ k E w 1 _ lh , 



r (Or + r ) k 
- Si 7 = (oe)> 011 a : 

/ ZEis(k) * 7 = ( / z Eis (k)) * 7 = ( / ZEi S (k)) * 7 

J(a+rZ)x(6+r£) J ((o+rZ) X (b+rZ))^- 1 </(a+r£)x(| + ^Z) 

= £(/ . fc . - W*))*7=75^r-*£i^^ 

^ J(a+rZ)x(f + f+rZ) l^T + ej ^ r a, , e 

où la dernière équation se déduit de la relation flS]) dans le lemme 12.51 

□ 

On peut identifier (Q<g>Z) 2 x (Q<g>Z) 2 avec M 2 (Q®Z) via le morphisme ((a, b), (c, d)) 1— > 
( a c b d ). En utilisant le fait que le produit de deux formes modulaires de poids i et j est une 
forme modulaire de poids i + j, on obtient une application naturelle : 

D alg ((Q g) Z) 2 , Mi{Q)) ® Daig((Q ® Z) 2 , -Mj(Q)) -> £ a i g (M 2 (Q g) Z), 
Si > 2 et 1 < j < k — 1, on définit 

W^J) = Jl ^ Éis^-i) ® ^Eis(j) e £ alg (M 2 (Q <g) Z),À4 fc (Q)). 
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2.1.5 Une variante des séries d'Eisenstein et la distribution ZEi s , c ,d(k, j) 

Soit (•) : Z* — > Z* l'inclusion naturelle en envoyant x sur (x) = (1, • • • , x, 1, • • • ), où x est 
à la place p. Considérons l'inclusion de Z* dans GL 2 (Z) en envoyant d sur (jjjj). D'après la 
proposition 12. 11^ cela définit une action de d G Z* sur les séries d'Eisenstein par les formules : 

si k > 1 et (a, (3) G (Q/Z) 2 , on a 

où l'action de * est celle de GL^Z) sur les séries d'Eisenstein. 

Considérons l'injection de Ai c k onë (Q) dans Ai c k ° ng (Q p ). On peut définir une variante des 
séries d'Eisenstein à coefficients dans Q p ci-dessous : si c G Z*, on pose 

f c 2 El k) R - c k E^ , si jfc > 1 et jfc ^ 2, 

(8) -"-l^S-c^«, w ; S i fc = 2; 

Elles sont des combinaisons linéaires des séries d'Eisenstein. On définit une dérivation d z sur 
p comme suivant : choisissons une suite {c n : c n G N} ng N telle que lim n _j. +00 c n = c et 
posons 

rf' « = lim d z (c 2 n E k (r, z) - c k n E k [r, c n z))\ z=aT+f} . 
De la relation E k+ i(r, z) = d z E k (r, z) si k G N, on déduit que : 
Lemme 2.13. On a d z E^ p = E ( £$ . 

D'après le paragraphe §2.1.41 la proposition suivante est immédiate : 
Proposition 2.14. (1) Soit c G Z*. Si k > 1, il existe une distribution algébrique 

z E isA k ) ( res P- 4is,J e D a ig((Q(8)Z) 2 ,7W™ ng (Q^ c1 )) vérifiant : quel que soient r G Q* 
et (a, 6) G Q 2 , on a 

[ . . W*) = r- fc ^ l0)r _ 16 (re S p. / _ 4 S , C (&) = r^L^,.) 

</ (a+rZ) x (fe+rZ) J (a+rZ) x (6+rZ) 

De pfais, sz 7 G GL2(Q <8> Z) ; a/ors on a 

^Eis, c (A;) * 7 = ^Eis.cO) et z Eisc * 7 = | det7| 1 " fe z Eis c (fc). 
(2) Soient c, c? G Z*. Si k > 2 et 1 < j < k — 1, la distribution 

f-l)i 

ZEis,c,d{ k J) = r- _ ^, ^Éis, C ( fc - j) ® z EiS)d (j) 

appartient à £> a i g (M 2 (QcS>Z), A4fc(Qp yc1 )). De plus, elle vérifie les propriétés suivantes : 
•Si M, N sont deux entiers > 1, on pose Om,n = { ( c° dl ) > a o — 1; G MZ, Co, d — 1 G 
iVZ} et (j>M,N la fonction caractéristique de Om,n- Alors on a : 

• Sz 7 G GL 2 (Q ® Z), z E is, c ,d(/c, j)| fc 7 = I det7p" 1 z E i s , c ,d(/c, j). 
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2.2 Unités de Siegel et distribution zsiegel 

Définition 2.15. Soit T un sous-groupe de SL2(Z) d'indice fini. 

(1) Une fonction modulaire de poids pour T est une fonction holomorphe /(t) sur H, 
et méromorphe sur (H U P x (Q))/r, telle que, /(^g) = f(z) pour 7 G T ; 

(2) Une unité modulaire pour T est une unité de l'anneau des fonctions modulaires de 
poids pour T . 

Soit K un sous corps de C. On note U(T, K) le groupe des unités modulaires pour T dont 
le g-développement est à coefficients dans K. On note U(K) la réunion des U(T,K), où T 
décrit tous les sous-groupes d'indice fini de SL2(Z). 

La fonction thêta 9(t, z) est définie par le produit infini 

6(t, z) = q 1 / 12 ^ 2 - C V2 ) - - ^C 1 ))- 

n>l 

Elle n'est pas périodique en z de période Z + Zr. Rappelons ci-après les propriétés fonda- 
mentales de la fonction 9 ( cf. [TT] chapitre 19) : 

- 9 est homogène de degré ; 

- Soit 7 = (2 G SL 2 (Z). Alors 0(r, z) satisfait une équation fonctionnelle : 

0(7(î),*) = Ci2 l7 0(r,z)e( 



(c r + d ) 

où Ci2,7 est une racine d'unité d'ordre 12 qui dépend de 7 et 7(1) est le produit de 

matrices usuel (i.e. 7 ( ï ) = ( ^ ))• 
Notons A r le réseau Z + Zr. Pour un entier c > 2, (c, 6) = 1, on définit une autre 
fonction go )C {z) = 9(t,z) c 9(t,cz)~ 1 à partir de la fonction thêta. Soit a un entier > 1; 
on note 0(C/A T ,a) l'anneau des fonctions holomorphes sur C/A T — (a _1 A r )/A r et on note 
0(<C/A T ,a)* le groupe des unités de 0(C/A T ,a). Soit a, b deux entiers tels que (a, b) = 1; 
on définit une application de norme du groupe 0(C/A T ,ab)* dans le groupe 0(C/ A T ,b)* 
comme suit : soit f(z) G 0(C/A T , ab)*, on a 

N a (f(z)) :=nn /(-+-+-)• 

1111 a a a 

k=o j=0 

Lemme 2.16. (1) La fonction g 0tC (z) , qui est une fonction elliptique sur C/A T , est une 
unité de l'anneau C(C/A T ,c) des fonctions holomorphes sur C/A r — (c~ 1 A r )/A T . 
(2) Quel que soit a un entier > 1 tel que (a, c) = 1, on a N a (go )C ) = #o,c- 

Démonstration. (1) La première assertion de (1) du lemme suit d'un calcul direct. 

Observons que le diviseur associé à go, c sur C/A r est c 2 (0) — c~ 1 A r /A r ( cela suit de 
l'expression explicite de go, c -) H s'ensuit que go, c est une unité de l'anneau des fonctions 
holomorphes sur C/A T — (c _1 Z + c _1 Zr)/A T . 
(2) De la définition de l'application N a , on a N a (N b (g 0tC )) = N b (N a (g 0tC )) pour a,b G N 
tels que (ab,c) = 1. Comme N a (go iC ) et (?o,c( 2 ) ont le même diviseur, il existe une 
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constante u a G C* telle que N a (g 0c ) = u a g 0tC . Par la relation N a N b = N b N a , on a 
ul ~ l = «f" 1 . Si on pose g = u 2 3 Usgo tC , alors on a 

N a (g) = u^ 2 ufu a g , c = uf^uf-^g = uf^uf'^g = g. 

L'assertion se déduit des relations N 2 (go tC ) = go,c et Ns(g 0tC ) = g ,c- En effet, quel que 
soit a > 1 tel que (a, c) = 1, de la formule n£lo (1 — -^C) — 1 — X a , on a 

a— 1 a— 1 

JV a (l - q n qf) = - q^qf 1 ); N a (l - q n qf c ) = H(l - q an±cj q^). 

3=0 3=0 

Alors, on a la relation 

N a ([[(l ~ q n q z ) I^ 1 - ^C 1 )) = II( 1 - 9 n Qz) Ift 1 " 9V)i 

n>0 n>l n>0 n>l 

cela simplifie les calculs et on vérifie facilement pour a = 2, 3, N a (g 0>c ) = g c . 

□ 

Soit d un autre entier vérifiant (d, 6) = 1. On définit c*<7o,d(<z) = go,d( cz )- 
Lemme 2.17. Soient c,d deux entiers tels que (cd,6) = 1. yl/ors on a 

(9) (^^(^-^(^^(^.c)- 1 . 

Démonstration. Considérons les fonctions méromorphes (go,d)^ (c* (?o,d) _1 et (â , o,c)' i2 (rf*5 , o,c) _1 , 
elles ont le même diviseur sur C/A r : c 2 rf 2 (Ô)-c 2 (rf" 1 A T /A T )-(i 2 (c" 1 A T /A T ) + ((c(i)~ 1 A r /A r ). 

Donc fa4i2 [^g°' d )-i est une fonction holomorphe sur C/A r ; en particulier, elle est une fonc- 
tion constante non nulle u. Comme g ,c est stable sous l'application de norme N a pour 
(a, c) = 1, il en résulte que pour a = 2 (resp. 3), u A = u ( resp. m 9 — u). Donc u—1. □ 

Soit (a, (5) G (Q/Z) 2 ; on définit une action de SL 2 (Z) à droite par le produit de matrices 
usuel : 

^ 7 = ( 2 t ), (a, 0) * 7 = («o« + c /3, 6 « + do/?)- 
Pour (a,l3) G (Q/Z) 2 , choisissons un relèvement (a, 6) de (ce, /3) dans Q 2 , et posons 

9c,aA T ) = 9o,c( aT + b )- 

Proposition 2.18. Soient a, (3 G ^Z/Z. 

(i) Si (c,6) = 1 et (ca, cj3) ^ (0, 0), alors g c , a ,p est une unité modulaire dansUiT n , Q(Cat))- 

(ii) Si (c, 6) = 1, l'élément g a ^ = g^J^a ^ de Qcg)W(Q) ne dépend pas du choix de c = 1 
mod AT. De p/ns ; on a g c ^ = g^g^. 
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Démonstration. Soit (a, b) un relèvement de (a,/3) dans Q 2 . 

(i) Comme (ca,c/3) 7^ (0,0), on obtient ar + b ^ c _1 Z + c _1 Zr. Comme go,c est une unité 
de l'anneau des fonctions holomorphes sur C/A T — (c~ 1 A T )/A T , la fonction ^«^(r) n'a ni 
zéros, ni pôles sur "H. 

Considérons le g-développement de la fonction g c , a ,p, 011 trouve que les coefficients sont 
dans Q(Gv)- Donc il suffit de vérifier que c'est une fonction modulaire pour le sous groupe 
de congruence T^. 

Considérons la fonction 9(r,ar + b) sous l'action de 7 G SL 2 (Z). L'action de 7 sur ([) 
nous donne une base nouvelle du réseau (r, 1), et l'action de 7 sur ar + b est donnée par 
transformation de Mobius (i.e. le point ar + b est envoyé en a^r + b). 

Comme (c, 6) = f , on a 12 1 (c 2 — 1). Si 7 G I\r, on a (a, /3) *7 = (a, (3). Avec les propriétés 
fondamentales de la fonction 9 ci-dessus, on an alors 



(ii) Si on évalue c*go,d(z) en ar + b, on obtient c*go t d(ar + 6) = go t d(car + c6). Soient 
c = d = l[N}. On a c*go^{dT + 6) = <7d,a,/3 et d*go,c(ar + b) — ^.a,^- On en déduit que 

(5 , d,a,/3) c2 (5 , d,a,/3)~ 1 = (Sc^p)* (flw) -1 - Autrement dit, o aj(3 = flja,^ ne dépend pas du 
choix de c = 1 mod N. Soient (c, 6AT) = 1 et d = 1 mod AT. En évaluant en ar + 6, la 
rélation © se traduit en (g d , a ,p) c g^cp = $Cx,p9wp et donc 9c, a ,p = (g a ,p) c2 g~a, c p- 



Remarque 2.19. Il y a une preuve géométrique de cette proposition, en utilisant l'espace 
de module des courbes elliptiques dans |9j. 

L'action de GL 2 (Z) sur M COQg (Q cycl ) induit celle de GL 2 (Z) sur Q <g> W cong (Q cycl ). 
Lemme 2.20. Soit (a, 0) G (Q/Z) 2 et soit 7 G GL 2 (Z). Alors on a g a ^ * 7 = <7( a/ 9W 

Démonstration. Soient a, (3 G -^Z/Z. Si 7 G SL 2 (Z), on peut choisir un entier c tel que 
(c, 6) = 1, et (ca, c/3) 7^ (0,0). On a déjà calculé l'action de 7 G SL 2 (Z) sur g c , Qi( 3 dans la 
proposition ci-dessus : g c , a ,p*l = gc,(a,p)*y Celle-ci induit la formule de l'action de 7 G SL 2 (Z) 
sur g a $ : g a $ * 7 = g( a ,p)*ry Elle se prolonge par continuité en une action de SL 2 (Z) avec la 
même formule. Si 7 = (q ° d ) avec d G Z*, l'action de 7 sur g c ^p est donnée par la formule : 
9c,a,p * 7 — gc,a,d/3 — S'c,(o,/3)*7) ce l a se v °it directement sur le g-développement de g c , a ,p ( on 
rappelle que (J") agit par a d ). Alors, l'action de 7 G GL 2 (Z) sur g a) p est donnée par la 
formule : g a ^ * 7 = g( a ,p)* T 



g c , a Ai T ) 



9(^r,a^T + b)° 2 9(j(l),(aa + bc )r + b a + d b) c2 
9(^r, c(a^T + 6)) 0(7(1), c((aa + bc )r + aè + &d )) 





'' 7 0(r, c((aa + 6c )r + b Q a + d b)) 9c '^'^ 



□ 



□ 



3. le deuxième égalité est du fait que 6 est homogène de degré . 
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Théorème 2.21. // existe une distribution algébrique ^siegei £ 3Daig((Q ® Z) 2 — (0,0), Q £g> 
^ cyc1 )), telle que, quels que soient r G Q* et (a, b) G Q 2 — (rZ, rZ) 7 on ait : 

^Siegel = g r - 1 a,r- 1 b( r )- 

(a+nZ)x(6+r 2 Z) 

De plus, z S i e g e i est invariante sous l'action de IIq. 

Démonstration. Soit e un entier > 1 et soit N le plus petit entier tel que Nr, Na et Nb 
sont des entiers. On peut trouver c G Z tel que (c, e) = 1 et c = 1 mod iV. Alors on a 

ne— 1 TTÊ-1 Ar / \l/(c 2 -l) i/Cc 2 - 1 ) 

Z=0 llfe=o^^±£,4±^ - - / Mfl , c,r- 1 a,r- 1 6j 9 cr -i ar -i b - 

Si r 1; r 2 G Q* deux nombres rationnelles distincts et si (01,02) G Q 2 — (77Z, r 2 Z), alors il 
existe r G Q* tel que fci = -7- et fc 2 = ^- appartient à Z. Pour i = 1,2, ai + r^L est une réunion 

disjointe des a% + fcr^ + rZ pour < k < ki. On se remarque que si ri, r2 G Q* deux nombres 
rationnels et si (01,02) G Q 2 — (rZ, rZ), l'intégration de ^siegei sur (ai + 77Z) x (02 + ^Z) 
est définie par la formule : 

/ _ _ -^Siegel — J^J J^J 9r- 1 (ai+eiri),T~ 1 (a2+e2T2)- 

J (ai+r 1 â)x(a 2 +r 2 â) ei= 0e 2 =0 

Ceci ne dépend pas du choix de r à grâce au calcul au-dessus et définit une relation de 
distribution algébrique. Donc z S i ege \ est une distribution algébrique. 

Par définition de zsiegei et 9a,/3, ^siegei est une distribution algébrique à valeurs dans 
Q <g>W(Q cycl ). L'action de IT Q sur .M con s(Q c y cl ) se factorise à travers GL 2 (Q ® Z). Donc en 
utilisant le même argument que dans le théorème I2.12[ il suffit de vérifier l'invariance pour 
7 G GIj2(Z),7 = (o°,° ) et 7 = (0°) respectivement. L'action de GL2(Q)+ sur l'espace 
des formes modulaires Ai(Q) est donnée par la formule (j2J) dans "notations", c'est-à-dire, 
(/ * 7)( r ) = f{l T ) car 011 est en poids 0. 

- Si 7 G GL 2 (Z), l'assertion est de la définition de ^siegei et du lemme [2.201 

- Si 7 =( r o\° ),ona: 

/ ^Siegel * 7 = ( / ^Siegel) * 7 = (0 r -l o , r -l&) * 1 

J(a+rZ)x(b+r±) 7 (^ + ^Ê) x ( A + _r_É) 

= (det 7) 1 ~ fc 5'r- 1 a,r- 1 f)|-7 = fl , r- 1 a,7- 1 6) 

- Si 7 = (J»),ona: 



J(a+rZ)x(b+rZ) J (a+rÉ) X ( § + \ Z) i=Q 7(a+rZ)x(| + ^+rZ) 



e-1 e-1 



ÎT.'/ r :„ r-lH< (~) — ]j[ 9 r-T-a+j r-H+i (t ) ~ 9r- 1 a, r - 1 l 

1 e C e ' e 

i=0 i=0,j=0 



□ 
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2.3 Théorie de Kummer £>-adique 

2.3.1 Théorie de Kummer p-adique 

Soit G un groupe localement profini. Soit X un espace topologique localement profini 
muni d'une action continue de G à droite. Soit M un G-module topologique muni d'une 
action à droite de G. On note W(G,M) le î-ième groupe de cohomologie continue de G à 
valeurs dans M. Si X est de plus muni d'une G-action à gauche ( notée (g,x) = g ■ x ) 
commutant à l'action à droite de G, alors W (G , D a \ g (X , M)) est muni d'une structure de 
G-module à gauche donnée par la formule : 

[ g-H = [ /isi/iGff(G,î) alg (X,M)). 

J X JgX 

Posons : X l = (Q <g> Z) 2 - (0, 0), X 2 = {( a c b d ) G M 2 (Q <g> Z)|(a, b), (c, d) G XJ, et 

X^ ] := M 2 (Q <g> Z)( p ) C X 2 . Dans la section précédente, on a obtenu une distribution 
algébrique 

^iegelGD alg (X 1 ,Q®W(Q^ Cl )), 

qui est invariante sous l'action de II. 

Notons Z° = {(x n ) ne fq\x n G U(Q), (x n+ i) p = x n } et Z = Z° ® Q. Alors Z est muni d'une 
action de ITq, agissant sur chaque composante de Z. 

On définit une projection 9 de Z° sur U(Q) en envoyant (x„) ne N à xo- 

Lemme 2.22. La projection 9 : Z° — >■ W(Q) est surjective, dont le noyau est 

Ker(0) = {(1, e p , e p n, ...e p n, ...)} 2é Z p (l). 

Démonstration. Soit T un sous-groupe de SL 2 (Z) d'indice fini et soit x G W(Q) une unité 
modulaire pour T. Alors est encore une fonction holomorphes sur % et méromorphe sur 

i i 

Soit 7 G T, alors xp * 7 = ( p ^xp , où C Pi7 est une racine d'unité d'ordre p qui dépend de 

7 ; ce qui nous fournit un caractère x de T sur \i p le groupe des racine d'unité d'ordre p. Par 

1 

conséquent, le noyau du caratère \ est un sous-groupe de T d'indice fini, qui fixe xp. Ceci 
permet de conclure la surjectivité. 

Le reste est immédiat. □ 

Comme Q est plat sur Z, on obtient une suite exacte de IlQ-modules : 

->■ Q p (l) ->• Z ->■ Q ® W(Q) ->• 0. 

Cela nous fournit une suite exacte de IlQ-modules : 

->■ £>alg(Xi, Q p (l)) -> Saig^!, Z) -> ©^(X!, Q ® W(Q)) ->■ 0. 

En prenant la cohomologie continue de IIq, on obtient une suite exacte longue : 
H°(n Q , ©^(Xx, Q p (l))) H°(I1q, ©^(Xx, Z)) 

H°(I1q, D^pd, Q ® W(Q))) 4 H 1 (I1q, Dai^Xx, Q p (l))) 

~ ^ H 1 (I1q, 3) a lg(Xi, Z)) 
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On appelle "application de Kummer" le morphisme ô . Notons 

4î ge iGH 1 (n Q ,I) alg (X 1 ,Q p (l))), 
l'image de ^siegei par l'application de Kummer. 

Lemme 2.23. Il existe une distribution algébrique [i G S a i g (X 1 ,Z) telle que Zg^gel es ^ 
l'image du 1-cocycle a — > fi * a — n dans H 1 (IIq, 2) a i g (X 1 , Q p (l))) . 

Démonstration. Soit {0j}j g / une base de LC^X^Z) sur Z. On peut fabriquer une distribu- 
tion algébrique /i G D a \ g (Xi, Z) en prenant pour f x <pifi n'importe quel relèvement dans Z de 

J Xl ^siegei et alors 4^i ge i est l'image du 1-cocycle a ->■ fi*a-/2 dans H^IIq, D a i g (Xi, Q p (l))). 

□ 

En utilisant l'application de cup-produit, on obtient un élément 

4iU ® 41gei G H 2 (H Q , D alg (X 2 , Qp(2))). 
On définit Zkato comme l'image de 4fegei ® 4ie g ei sous l'application de restriction : 
H 2 (n Q , £ alg (X 2) Q p (2))) -> H 2 (IlJf , £ alg (X^, Q p (2))). 

2.3.2 Passer à la mesure 

Soit (•) : Z* — > Z* l'inclusion naturelle en envoyant x sur (x) = (1, • • • , x, 1, • ■ ■ ), où ï 
est à la place p. Considérons l'inclusion de Z* dans GL 2 (Z) en envoyant d sur ( ^ 9). D'après 
le lemme |2T2"U| cela définit une action de d G Z* sur l'unité de Siegel g a $ G Q g) W(Q) par la 
formule : 

d- 9a,P = 9da,0 = 9a,H *(oS), 

où l'action * est celle de GL 2 (Z) sur g a ^. 

Rappelons que l'on a le diagramme commutatif suivant : 







Z p (l) 



Z° 











■Q P (i) 



•W(Q) 







où Z° et 

tatif suivant de Z p -modules : 



sont des Z-modules. En tensorant par Z p , on obtient un diagramme commu- 
- Zp(l) Z p g) Z° - Z p <g> W(Q) - . 







■Qp(i) 



■Q p ®W(Q) 
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De plus, la théorie de Kummer p-adique ci-dessus s'applique aussi à la suite exacte 



-> Q p (l) -> Q p <g> Z -> Q p (8) W(Q) -> 0. 



Soit m G Z* on définit un opérateur r M sur par la formule r u g a ^ = (u 2 — (u))g a ^, où 
l'action de u 2 est la multiplication par u 2 et l'action de (u) est définie ci-dessus. 



Lemme 2.24. Soit u G Z*. L'élément r u (g aj/3 ) appartient à Z p (g W(Q cycl ). 

Démonstration. Rappelons que on a iVa = iV/3 = 0. On choisit un entier d tel que (d, 6N) = 
1 ; alors on a g a p = ^-j- (g) gd,a,p- Soit w un entier congru à (u) modulo pN. Alors (u)g a ^ = 
Quaa,uaj3- 

On a la relation : r u (g a>/3 ) = ^j-g^a,? + («o _ i u ))9a,p = ^zr9d, a ,p + flW,cg9- Alors, 

2 2 

U d2^i 9d,a,p appartient à Z p (g W(Q cycl ) si la valuation p-adique de u — u assez grande. Par 
conséquent, r u g a $ appartient à 7L p ® W(Q cycl ). □ 

D'après le lemme ci-dessus, si m G Z*, alors on pose g u ,a,/3 = r u {g a ^) ; c'est un élément de 
Z p (gW(Q cycl ). Ceci induit un opérateur r u sur zsiegei G 2) a ig(^i, Q ® W(Q)) par la formule : 

/ ^«^Siegel = 9u,-,-' 

J (a+r%)x(b+rZ) ' r ' r 

Lemme 2.25. Si u E Z* a/ors r u (zsi ege i) est «ne distribution sur Xi à valeurs dans Z p (g 
Dcyci^ ^ es ^ invariante sous l'action de TlL. 



Démonstration. Par défintion, quel que soient r G Q* et (a, b) G Q 2 - (rZ, rZ), on a 

/ VSiegel = r u (gab). 

J (a+rZ)x(b+rZ) 

De plus, r u (2;si ege i) est une distribution algébrique sur X\ car ^siegei l'est. D'après le 
lemme |2.24[ on a que r u (zsiegei) est à valeurs dans Z p (gW(Q cycl ). 

Comme l'action de IIq sur Z p <g W(Q cycl ) se factorise à travers GL 2 (Q (g Z), il suffit de 
vérifier l'invariance pour 7 G GL^Q <g Z). Ceci se déduit de la commutativité de l'action de 
r u et celle de IIq sur Zsiegei- D 

Par la théorie de Kummer, z^) egel est l'image du 1-cocycle a 1— > fi * a — fi, où fi G 
2) a i g (Xi, Qp (g) Z) un relèvement de Zsiegei dans 2) a i g (Xi,Qp <g Z). Si m G Z p , alors on 
définit r u (zsi egel ) l'image du 1-cocycle a >->• /jf * a — /j/, où /j/ G D a ig(Xi,Z p (g) Z) est 
un relèvement de r n (2;si e gei) dans 2} a i g (Xi,Z p (g Z). Donc '"u(^stegei) es ^ un élément de 
H 1 (n Q ,D alg (x{ p) ,Zp(l))). 

Soient c, d G Z*, on définit un opérateur r Ci d sur ^g^gei ® ^Siegei P ar ^ a f° rm ule 

r c,d( 2 Siigel ® Z Siigel) = r c(^Siigel) ® r <K Z Sfegel)- 
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Donc, pour tous c,d G Z*, l'élément r Cjd (4te g ei® z Sfegei) appartient à H 2 (I1q, £ (X 2 , Z p (2))). 

Ceci permet de définir 2; K ato, c ,d := ^c^Kato comme l'image de r Cid (2^/ gel (g) 4^i g ei) sous 
l'application de restriction : 

H 2 (n Q ,2 alg (X^Z p (2))) H 2 (ng ,) ,S) alg (X? ) ,Z p (2))). 

Par ailleurs, tout élément de 25 a i g (X 2 , Z p (2)) s'étend par continuité en une mesure (i.e. forme 
linéaire continue sur les fonctions continues) sur X 2 à valeurs dans Z p (2). Donc ^Kato,c,d peut 
être vu comme un élément à valeurs dans l'espace Do(X 2 , Z p (2)). 

2.3.3 Torsion à la Soulé 

On note t = (Cp n )neN, le générateur canoniqueEl de Z p (l) et l'action de 7 G GL 2 (Z p ) 
sur Z p (l) est par multiplication par det7. On note V p = Q p ei © Q p e 2 la représentation 
de dimension 2 de GL 2 (Z P ) donnée par les formules suivantes :si7 = ("^) G GL 2 (Z P ), 
ei*7 = aei + be 2 et e 2 *7 = cei + de 2 . Si k > 2 et j G Z, on note Vkj = Sym fc ~ 2 V P ®Q P (2— j). 

Rappelons X { 2 p) : = M 2 (Q ® Z)^ = GL 2 (Z P ) x M 2 (Q <g> ZM). Soit x G X { 2 p) ; on note 
x p = ( °p dp ) £ GL 2 (Z P ) la composante de x en p, qui est un élément dans GL 2 (Z P ). On 
considère la multiplication d'une mesure /i G 2Do(^ 2 P \ Z p (2)) par la fonction 

x h» (e*~ 2 f" 3 ') * a; p = (a p ei + & p e 2 ) fc_2 ((det x p )t)~ j , 

qui est donnée par l'action de GL 2 (Z p ) sur V^j et qui est continue sur X 2 . Ceci nous donne 
une mesure {e\~ 2 t~^ * x p £g> sur à valeurs dans Vkj. 

Lemme 2.26. La multiplication d'une mesure fi G X^X^, Z p (2)) par la fonction x 1— > 
[e\~H~i)*x p induit un morphisme de 1,p[[Tl^]] -modules de ®o{X 2 p \ Z p (2)) dans Qq(X 2 p \ V^J) 

Démonstration. On applique la formule (CQ) 

(<j>*g)(x) = <f)(x *g- 1 ) et / (f>(fj. * g) = ( (<p * g' 1 )^) * g. 

J x J x 

dans la "notation" au cas X = xff\ G = Hq et V = Z p (2) ou V = Vkj. Le groupe 

G = agit continûment sur X à travers GL 2 (Q ® Z)( p ) = GL 2 (Z P ) x GL 2 (Q ® Z^) par 
la multiplication de matrices usuelle à droite. 

Soient <p G LC^X^Zp), r G Iljf et fi G D (X^ } , Z p (2)). 

Si on considère /i * r G £>o(^ 2 p) ,Z p (2)), alors r agit sur 2 t J * x p comme l'action sur 
une fonction et la formule (JT]) se traduit par J <j)(x)(fi * r) = J 0(xr)x 2 ycl (r)/i, où xr est 

donné par l'action de ELq sur X { 2 p) . Alors, on a la formule : 

Jxlf' Jx^> 

4. D'habitude, il n'y pas de générateur canonique de Z p (l). Par contre, dans notre cas, on a fixé un 
plongement de Q dans C et Q p respectivement, et on pose £ p n = e~p"~. 
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Si on considère {{e\ 2 t i * x p ) £g> fij *r G ©opQj V^j), alors l'action de r sur 2 t ^ *x p 
est donnée par l'action de r sur l'espace V^j et la formule ([T]) se traduit par 



/ , , 0(z) ((e? 2 t j * x p ) (2) //) * r = / x^ c1 (t)</>(xt) ((e£ h j * (xt) p ) ® /i). 




La comparaison des deux formules permet de conclure. 



□ 




Donc on peut définir, pour j G Z, 



2Kato,c,<f(^i) = (( e l ^ 5 ) * X p) ® ^Kato,c,d 



GH 2 ^,^!?',^)), 



où IIq agit sur Vfcj à travers son quotient GL 2 (Z p ). 

3 Les anneaux de Fontaine 

3.1 Le corps Â et les formes modulaires 
3.1.1 Le corps Â 

Soit Â + = Q p {-} l'algèbre des fonctions analytiques sur la boule v p (q) > 1 à coefficients 
dans Q p ; c'est un anneau principal complet pour la valuation v Pi £ définie par la formule : 



Cette valuation est aussi la valuation spectrale : v Pi &(f) = inf« p (q)>i v p(f(q))- La restriction 
de la valuation v p ^ à Q p coïncide avec la valuation p-adique normalisée v p sur Q p . Dans la 
suite, on notera v p au lieu de v Pt %. L'anneau & + est un anneau de Dedekind, et donc chaque 
idéal premier de Â + définit une valuation sur Â + . En particulier, on a la valuation normalisée 
v q (i.e. v q (q) = 1) correspondant à l'idéal premier (g) de & + . 

On note & le complété du corps des fractions de l'anneau Â + pour la valuation v p . Fixons 
une clôture algébrique Â de Â. Comme & est un corps complet pour la valuation v p , on peut 
prolonger v p sur A à A de manière unique par la formule : 



On note le groupe de Galois de Â sur Â par 

Remarque 3.1. 11 existe une manière de prolonger la valuation spectrale en une valuation 
spectrale sur & : si x G Â, on note P{X) = X n + a\X n ~ x + ■ • ■ + a n G &[X] le polynôme 
caractéristique de y y xy, Vy G Â[x]. On définit la valuation spectrale v sp sur &[x] par la 
formule : v sp (x) = mini<j< ra Vp ^ a " 1 . Elle coïncide avec la valuation v p sur 




v p (x) 



1 



■v P (N Â[x]/Â (x)), si x G Â. 



[Â[x] : Â] 
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Soit M > 1 un entier. On note q M ( resp. ( M ) une racine M-ième g 1//M ( resp. exp(^) ) de 
q ( resp. 1 ). On note Fm = Q p [Çm]- Soit Âm = &[qM, Cm] ; c'est une extension galoisienne de 
&. Soit 5m = -&[Cm] la sous-extension de Âm sur Â, qui est aussi une extension galoisienne 
de Â; la clôture intégrale 5m de Â + dans 5m est ^ + [Cm], qui est l'anneau des fonctions 
analytiques sur la boule v p (q) > 1 à coefficients dans F M . Alors, Âm est une extension de 
Kummer de 5m de groupe de Galois cyclique d'ordre M, dont un générateur cr M est défini 
par son action sur q M ■ &mQm = CmÇm- 

On note Â^ (resp. 5oo,Poo) la réunion des Âm (resp. 5m, Fm), M > 1. On note Pq p 
(resp. PqJ le groupe de Galois de Q p Âoo sur Â (resp. Q p Â) . Le groupe est un groupe 
profini qui est isomorphe au groupe Z. De plus, on a une suite exacte : 



Fixons M un entier > f. On note Âm p °° (resp. 5m p °° , F Mp °o ) la réunion des &M P n (resp. 
$M P n , Fm p °°), n > 1, ainsi que P Rm le groupe de Galois de &m p °° sur R M . On note f/^ M le 
groupe de Galois de &Mp°° sur 5mp°°î qui est isomorphe au groupe Z p , et on note F& M le 
groupe de Galois de 5m p °° sur &m, qui est isomorphe au groupe Gal(FM P °° / Fm) ■ On a une 
suite exacte : ->■ U ÂM ->■ P %f ->• r^ M ->■ 0. 

Soit ^ la clôture intégrale de Â + dans La clôture intégrale de Q p dans Â est une 
clôture algébrique de Q p . Donc on a une inclusion Q p C Â . On note £ M la clôture intégrale 
de & + dans Â M , qui est aussi la clôture intégrale de 5m dans Â M - 

Lemme 3.2. (1) Si M > 1 est un entier, on a Â M = â + [(m,(1m]- En particulier, Â M 
est l'anneau des fonctions analytiques sur la boule v p (çm) > jf- 
(2) La valuation v p sur & M est donnée par la formule : 



Démonstration. (f) Si a; G & M , il s'écrit uniquement sous la forme x = ^2 i=0 hq l M 
avec bi G 5m- Comme xq^' 1 e Â M , on a Tr Au / 9M (xg^~*) = hq G 5 M et donc 
bi G ç _1 5m- L a valuation normalisée i> ç de Â + s'étend de manière unique en une 
valuation v q sur Âm car (q) est totalement ramifié. On constate que Vg^^q' 1 ]) = Z 
et les v q (biq M ) sont distincts deux à deux. On en déduit que < v q (x) = inî i(v q (bi) + j-f) 
et miiVqibi) > 0. Ceci permet de conclure que bi G 5m P°ur tous i. 
Si a G 5m î alors a peut s'écrire uniquement sous la forme a = X^jS a .?V> ou a i es ^ 
une suite d'éléments de F M telle que lim^+oo v p (a,j) + j = +oo. On conclut le (1) en 
appliquant cette écriture à fej pour < i < M — 1. 
(2) D'après (1), ^ M est l'anneau des fonctions analytiques sur la boule v p (qM) > ^ 
à coefficients dans Fm et donc il est muni d'une valuation spectrale v donnée par 
la formule : v(x) = '^ Vp ( qM )>^v p {^^ a n {x)q M ). L'anneau Â + s'identifie à un sous 

anneux de Â M par changement de variable : f(q) = Yln=o a nQ n — Yln=a a Mn<lM n s i 
f(q) G Â + . Alors la restriction de la valuation spectrale v sur Â M à Â + coïncide avec 
la valuation v p sur Â + . On déduit la formule pour la valuation dans le lemme puisqu'il 
existe une manière unique de prolonger la valuation v p sur Â à & M . 




n=0 



□ 
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Posons I n = {-^r\a eN,0<o< (p- îy- 1 - 1} et J n = G M, < b < p n -l}. On 
note / (resp. J) la réunion des I n (resp. J n ), n > 1. Le lemme suivant, qui décrit l'écriture 
explicite d'un élément de &^ Ip oo, est une conséquence directe du lemme l3~2l 

Lemme 3.3. Soit M > 1 un entier tel que v p (M) > v p (2p) (resp. v p (M) < v p (2p)). 

(1) Les {qif}j£j forment une base de &m p °° sur t?m p °°- De plus, tout x G &Xi P °° P eu ^ s'écrire 
uniquement sous la forme Yljej YlkeN a jk(^)q : ' A ^ k , pour une suite double aj k (x) G Fup^, telle 
que, 

(i) quel que soit j G J , la série X]fceN a ifc ( ?M converge dans 3^ p oo / 

(ii) L'ensemble des j G J tels qu'il existe A; G N avec aj k 7^ est fini . 

(2) Les {C M q 3 M } (i,j)eJxJ (resp. {CM^lfl^jOe/x j) forment une base de &M p x sur Â^. De plus, 
tout x G &~lf p oo peut s 'écrire uniquement sous la forme 

Y Y Y a vh( X )CMQ 3 M k ( reS P- Y Y Y a ijkC M <lM k ), 

jeJ ieJ feeN jeJ ieJ feeN 

pour une suite triple aij k (x) G Fm telle que : 

(i) Quel que soit (i,j) G J x J (resp. (i,j) G / x J), la série ^2 keN a i j k (x)q , l I converge 
dans Sijj (i.e. \im k ^ +OQ v p (a ijk (x)) + jfc = +00.) 

(ii) L'ensemble {(i,j)\3k G N,atj k (x) 7^ 0} est fini. 

(3) La valuation v p sur &Mp°° est donnée par la formule : 

v p (x) = inf ^ Y] y^a ijk (x)Ç M q\^ k ))(resp. (w P (V VVa^fï)^))). 

Vv(g)>± v„{q)>l 

' jaj ieJ fceN py jeJ iei feeN 



3.1.2 Le théorème d'Ax-Sen-Tate 

Soit L un anneau de caractéristique 0, muni d'une valuation v p normalisée par v p (p) = 1. 
On note C(L) le complété de L pour la valuation v p . Le reste de ce paragraphe est de montrer 
un analogue (le théorème 13. 6j) du théorème d'Ax-Sen-Tate et de donner une description de 
l'anneau C(^ fp00 ) (cf. Corollaire 13.7p . 

Soit H un sous-groupe fermé de Q& u ; si a 6 ^, on définit le diamètre Ah (ci) par rapport 

à un sous-groupe fermé H de Q& M par A#(a) = vn.î g ^n(v p (ga — a)). Notons que a G Â si 
et seulement si A#(a) = +00. 

Lemme 3.4. Soit P(X) G R[X] (resp. G unitaire de degré n, dont toutes les racines 

vérifient v p (a) > u. 

(1) Sin = p k d avec (p,d) = 1 et d > et sil = p k , alors le polynôme , dérivée l-ième 
de P, a au moins une racine (5 G Â (resp.Â ) vérifiant v p ((3) > u. 

(2) Si n = p k+1 et l = p k , alors P® a au moins une racine (3 G & (resp. Â + ) vérifiant 
v p {P) >u- pk+ \_ pk . 

Démonstration. La démonstration pour P G &[X] est classique. Par exemple, elle se trouve 
dans les notes du cours^ de Colmez. Elle marche aussi pour P G □ 

5. http ://www. math.jussieu.fr/ colmez/nombres-p-adiques.pdf 
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Lemme 3.5 (Ax). // existe une constante C = telle que 

(1) si a G Â, alors il existe a G &Mp°° vérifiant v p (at — a) > Ag A ^ x (oc) — C ; 

(2) si a G & + , alors il existe a G &m p °° vérifiant v p (a — a) > ^g &M x (oc) — C ; 

Démonstration. Le (1) correspond au cas traité par Ax; nous ne traiterons donc que le 

(2). Soit a G & + tel que [^mp°°[ck] '■ &Mp°°] — n et soit l(n) est le plus grand entier / 

+ 

Mp°° 

l(n) 1 



tel que p 1 < n. On montre par récurrence sur n le résultat suivant : il existe a G R 



vérifiant v p (a — a) > Ag R ^ x (oc) — Yli=i p r^=i > ce °i u i P erm et de conclure le lemme car 

E+oo 1 _ 1 

i=l pi-pi-1 — (p—T) 2 • 

On prend la constante u = ^g fiM x (oc) dans le lemme précédent. Posons P(X) = Q(X + 
a), où Q est le polynôme minimal de a sur R~li P °°- Comme les racines de P sont les a (a) — a, 
pour a G G& Mp00 , P(X) vérifie la condition du lemme précédent. 

(z)Si n n'est pas une puissance de p, il existe l G N tel que le polynôme G ^ fp00 [X] ait 
une racine (3 G A + vérifiant v p (f3 — a) >u. D'autre part, si a G G& M <x, ; alors on a 

v p (a(fi) - (5) > min(v p (a({3 - a)),v p (a(a) - a),v p (a - (3)) > u. 

Par ailleurs, on a [.&Mp°°[/3] : &m p °°] = degQ"> < n. Cela permet de conclure par l'hypothèse 
de récurrence. 

(zz)Si n = p k+1 , on peut trouver une racine j3 de '(X) vérifiant les conditions 

v p (/3 -a)>u - pk+ ^_ -fc et [£ A f P -[/3] : R Mp °°] < n. 
On tire l'existence de a G ^M pao , de l'hypothèse de récurrence, vérifiant 

k 

v P W-a)>A g , Mp jp)-J2-^- -. 
On a Ag K ^ ((3) > u de la même manière de (i). Ceci permet de conclure le lemme. □ 



Théorème 3.6 (Ax-Sen-Tate). (l)Le corps &m p °° est dense dans C(Â) 
(2)L'anneau &m p oo est dense dans C(& 



Mp° 



Démonstration. On montre le (2) et le (1) se déduit de la même manière. L'inclusion C(^ /p00 ) C 
H°(Ç& MpOC ,C(Â + )) est immédiate. Il suffit de montrer l'inverse. 

Si a G H°(£/£ ^ , C(A + )), il existe une suite a n G vérifiante v p (a — ac n ) > n. On 
note A n = A Qam ^(ocn). Quel que soit a G G& Mp0a , on a v p (a(a n ) - a n ) > mm{v p (a(a n - 
a)),v p (a n — a)} > n. Ceci implique que A n > n. Par ailleurs, quel que soit n > 1, par le 
lemme d'Ax !3.5l il existe un élément a n G &Mp°° tel °i ue v p( a n—an) > A n — j^z^p > n ~ ( p _i)2 • 
Ceci implique que v p (a — a n ) > n — , et a est la limite de la suite {a n } ne N- D 
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Corollaire 3.7. Soit M > 1 un entier tel que v p (M) > v p (2p) (resp. v p (M) < v p (2p)). 

(1) Tout élément x de C(Â ) *mp°° s'écrit uniquement sous la forme 

Y Y Y a ijk(x)Ç M q{j k (resp. YYY a m( x )C<fM k ), 

i£j j£J keN iel j£J fceN 

pour une suite triple {aijk(x)}i e j t j e j } ken( resp. {aijk(x)}i e i t j e j } ken) d'éléments de Fm telle 
que, WN G N, k) G J x J x N : v p (a i:j (x)) + iff < N} (resp. k) G / x J x N : 

v p {a ij {x)) + i jf<N}) est fini. 

(2) La valuation v p sur C(^^ «,) est donnée par la formule : 

v p (x) = ^ inf ^ aijk(x)C M qlt k ) (resp. ^ inf v P CY Y Y ^(^KmÇm *)) • 

Démonstration. On déduit le corollaire du lemme [3731 et du théorème d'Ax-Sen-Tate [3T6l □ 



3.1.3 Trace de Tate normalisée 

Dans ce paragraphe, on construira une application j^-linéaire continue Tm, appelée la 
trace de Tate normalisée, de ^.\, Ip0 o dans pour tous M G N, et décrira ses propriétés. 
L'ingrédient principal est la construction de la trace de Tate normalisée pour l'algèbre de 
Tate de type Z p {T, T -1 }, celui qui est bien étudiée par Andreatta et Brinon dans [2J. 

On note R = Z p { 2 , ^} l'algèbre de Tate dans les variables q/p,p/q à coefficients dans 
Z p . Si m G N, on note R m la clôture intégrale de R dans Fra.c(R)[( p m] et on note R^ = 
U ne ^R n . Si m, n G N, on note R 7 ^ la clôture intégrale de R dans Frac(iî m )[(^)p îr ]. On pose 
R^ = U me nRm et R^ = U neN i?™. Si m > n, on a = R m ®R n Rn • P ar ailleurs, on 
a un isomorphisme de groupes de Galois Gal(i2££[~]/i2 00 [i]) = Gal(.8p°o/5p°o) = Z p . On 
note u un des générateurs ; on pose u m = u pm qui est un générateur du groupe de Galois 

Gd(ig[i]/i2£[i])^ÏV- 

Si m est un entier > 0, on définit une application i?^[-]-linéaire A m : —> R^,[~] 

par la formule : 

A -( x ) = -è^ TT Klf } ]/R^/ x ^ si n > m et x G R^}. 



Lemme 3.8. (1) Il existe une constante C telle que pour tout m G N et x G -R™+Î[p-], 
on a v p ((u m - l)x) > v p (x) + - Cp~ m . 
(2) A m est continue. Plus précisément, on a v p (A m (x)) > v p (x) 



Démonstration. Ce lemme est un cas particulier dans (|2j, lemme 3.7 et 3.8 ), et l'ingrédient 

principal est la contrôlation de ramification dans ([lj, corollaire 3.10). 

(1) D'après ([T], corollaire 3.10), il existe une constante C telle que, pour tous m > 1, on a 

C/p m rym+l r ffl p-lnm f^^FT r nm+1 
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p— 1 i 

Si x G -R™+î[-], x s'écrit sous la forme ^ , où £j G R™ +1 et f(xj) > t>(x) — jL. On 

p— i i 
en déduit que v p ((w m - l)x) = v p (J2 Xi(Q - l)(|)î ,m+1 ) > v p (x) + 

i=0 

(2) Six G C+}[i],onapA^) = (E<)(*) = ((l-O^+P^MX*)» où P{X) G Z[X] 
et -P(l) = 1. On déduit de (1) que v p (A m (x)) > v p (x) — (p — 1)-^. En conséquence, si 
z e on a 

w p (A m (x)) > v p (A m+1 (x)) - {p -!)—>■■■> v p (x) -(p- 1)— -) > u P (a;) - 



□ 



On note n n = Cn n + 1 — 1- Comme ( 2 V n = 07 — t^tt, où a est une unité de Of , , , on a 
une inclusion naturelle de Â p ao dans Si n > m, on définit une application ^p m F p n- 

linéaire T„ en composant la restriction de A m à .ft p oo et la trace de Tate 

normalisée de dans F p n. Soit M = M p m avec (p, M ) = 1. L'application T p m jP m s'étend 
en une trace de Tate normalisée Tm, p ™ : Â p0a F M — » ^JmF« par F/vj-linéairité. 

Lemme 3.9. La trace de Tate normalisée T m, P m est 8.^™ F m -linéaire, donnée par la formule : 
T MiP m : Âpo^FM — > Âp m F M 



t a a b • si n n ~ m \n pt r) n ~ m \h 

; sinon. 



Soit ei, • • • , td une base de sur ^.Fm. Comme [^f P °° : -&p°°-^m] = [-^m : ^"■■^m], 
les ei, ■ ■ • , td forment aussi une base de &m p °° sur ^<=oFm- Si a; G ^\ Ip oc, alors x peut s'écrire 
uniquement sous la forme x = Y^i=i a i( x ) e i avec a i( x ) &p°°Fm- O n pose une application 
^-linéaire T M ■ &m p °° ~> &îi P ar 1 & formule T M (x) = ^f =1 T A / iP m(ai(x))ej. 

Remarque 3.10. Si on fixe une base de sur Â p mFM, les coefficients aj(x) dans l'écriture 
de x G ^A/p" se calculent de la manière suivante : Soit e\, ■ ■ ■ e* d la base duale de &m sur 
Â p mF M par rapport à la trace \ Tr ÂM/ÂpmFM . On a donc aî{x) = \ Tr^„ M /^ m+ni r M (xe*). 

Lemme 3.11. M G N, l'application Tm est continue et elle s'étend par continuité en une 
application R^- linéaire Tm : C(^ fp00 ) — > &m qui commute à l'action de Gst- 

Démonstration. Par construction, il suffit de démontrer le lemme pour M = p m . D'après 
Tate j 16 j . la trace de Tate normalisée de F^ dans F p ™ est continue. Comme A m est continue, 
on en déduit que T p m est continue. 

Si i G /, j G J et a G G A , on a (CY) * a = Ç&^M-W^W^y', QÙ ^ egt le i_ cocyc i e 
associé à g à valeurs dans Z p (l) par la théorie de Kummer. La commutativité de T p m et Ç# 
vient de la formule de l'action de et de la formule de T p m sur Rïaoic.i. lemme [33]) . □ 
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3.1.4 Lien avec l'algèbre M(Q) des formes moduaires 

En associant son g-développement à une forme modulaire, cela permet de voir les formes 
modulaires comme des éléments de Q p .ft+ . 

Lemme 3.12. Le groupe de Galois Pq p de Qp-^oo sur & préserve l'algèbre des formes modu- 
laires Ai(Q) ; c'est-à dire, Pq p est un sous-groupe de ITq. 

Démonstration. Considérons la suite exacte : — > Pq — » Pq p — > Gq p — > 0, où Pq = ( i ^) 

le groupe de Galois de Qp-^oo sur ÂQ p . Comme Gq p préserve Ai(Q), Gq p est un sous-groupe 
de ITq. On a deux actions de ( J f ) sur M(Q) : 

(1) l'action induite par celle de Pq sur Q p Â^ ; 

(2) l'action modulaire étendant par continuité celle de (g f ) sur M(Q). 

On constate que que ces deux actions de ( J f ) sur Ai (Q) coïncident en comparant les 
formules : on a ( l \)qM = QmCm dans ^ es deux cas. Donc Pq préserve l'algèbre Ai(Q), ce 
qui permet de déduire le lemme. □ 

En composant les morphismes Gsi — > Pq , l'inclusion Pq — > ITq induit un morphisme 
G si — > IIq. De plus, si M > 1 un entier, G& M est un sous-groupe de G si et donc on a un 
morphisme Gs\ M ~+ 1 1 : • 

3.2 Application de la construction de Fontaine à l'anneau Â + 

3.2.1 La construction de Fontaine 

Soit L un anneau de caractéristique 0, qui est muni d'une valuation v p telle que v p (p) = 1. 
On note Ol = {x G L,v p (x) > 0} l'anneau des entiers de L pour la topologie p-adique. On 
note Oc(L) le complété de Ol pour la valuation v p . On pose C(L) = Oc(l)[~]- 

Définition 3.13. Soit A n = Ol/pOl pour tous n; alors {A n } muni des morphismes de 
transition A n h- >■ A n -\ définis par l'application de Frobenius absolu x n i— >■ x v n forme un 
système projectif. Notons R(L) = lim A n = {(x n ) ne ^\x n G Ol/pOl et x p n+l = x n , si n G N}. 

Si x = (x n ) n( zN G M(L), soit x n un relèvement de x n dans Oc(l)- La suite (a^ +fc ) converge 
quand k tend vers l'infini. On note x^ sa limite, qui ne dépend pas du choix des relèvements 
x n . On obtient ainsi une bijection : R(L) -> {(x^) neN \x^ G C C (L), (x^ n+1 ^) p = x^ n \\/n}. Si 
x = (x^),y = sont deux éléments de K(L), alors leur somme a; + y et leur produit xy 
sont donnés par : (x + y) w = lim j _ >00 (a;( i+ ^ + y^)f 3 et = x(0y(0. 

L'anneau R(L) est un anneau parfait de caractéristique p (i.e. le morphisme x h- >■ x v est 
bijectif. ). On note Aj n f(L) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans R(L). Alors 
A in f (L) est un anneau p-adique (i.e. un anneau séparé et complet pour la topologie p-adique 
), d'anneau résiduel parfait de caractéristique p. Si a; G R(L), on note [x] = (x, 0,0, ...) G 
Ainf(L) son représentant de Teichmùller. Alors tout élément a de A inf (L) peut s'écrire de 

oo 

manière unique sous la forme Yl P k [%k] avec une suite (x k ) G (M(L)) N . 

fc=0 

On définit un morphisme d'anneaux 9 : A- m f(L) — > C?c(L) P ar la formule Y2k=oP k i Xk \ ^ 
ES/ 1 !"'' O n no ^ e ®inf(L) = A in f(L)[i], et on étend 9 en un morphisme B in f(L) — > C(L). 
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On note B m (L) = B inf (L)/(Ker#) m . On fait de B m (L) un anneau de Banach en prenant 
l'image de Ai n f(L) comme anneau d'entiers. 

On définit Bj R (L) := ^imB m (L) comme le complété Ker(#)-adique de Bi n f(L) ; on le munit 
de la topologie de la limite projective, ce qui en fait un anneau de Fréchet. Donc 9 s'étend 
en un morphisme continu d'anneaux topologiques B^ R (L) — > C(L). 

On peut munir B^ R (L) d'une filtration de la façon suivante : pour ieN, notons FiF B~f" R (L) 
la i-ième puissance de l'idéal Keré* de B^ R (L) . 

L'anneaux A in f (L) s'identifie canoniquement à un sous-anneau de Bj" R (L) et si k G N, m G 
Z, on pose 

U m , k = p m A inl (L) + (Kerfl) fe+1 B+ R (L), 
alors les U m ,k forment une base de voisinages de dans B+ R (L). 

Exemple 3.14. (1) Si L = Q p , alors la construction est triviale (i.e. Bj R (Q p ) = Q p .) 

(2) Si L = on note C p ^ = C(Q p ), Ë+ = K(Qp),Â+ = A inf (Q p ) , B+ = B inf (Q p ) et 
Bj R = Bj R (Q p ). On note ( (resp. Cm pour un entier M > 1) le représentant de Teichmù- 
1er de C (1) = (1, C P , • • • , • • ) (resp. C (M) = (Cm, • • • , Ç M p»,j • • )) dans A inf (ît). Si 
M\N, alors on a = Cm- Le noyau du morphisme 9 : A + — > Cp est un idéal 

principal engendré par oj = j — -. On pose t = logC — — / - — — ; c'est le 2m 
p-adique de Fontaine, qui appartient à B~}~ R et aussi engendre le noyau du morphisme 
: B dR C p- 

(3) On va considérer les cas L = &m p °° P°ur M>leNetL = Â .Le 2ni p-adique de 
Fontaine t appartient à B~[" R (L). D'après la construction de Fontaine, on a un morphisme 
surjective d'anneaux : 9 : A in f(L) — > Oc(l) avec le noyau engendré par u = -r— 7. De 

plus, 9 s'étend en un morphisme continu d'anneaux 9 : B^ R (L) — > C(L), dont le noyau 
est l'idéal principal engendré par t ou ou , sur lequel agit par multiplication par Xcyci- 

3.2.2 Trace de Tate normalisée pour Bj R (^^ p00 ) 

Pour simplifier la notation, on note Ai n f (resp. Bi n f et B^ R ) l'anneau Ai n f(^ + ) (resp. 
Binf(-^ + ) et Bj R (^ + ) ). Soit q ( resp. q M si M > 1 est un entier ) le représentant de Teichmùller 
dans A inf de (q, q p , ■ ■ ■ , q p n, ■ ■ ■ ) ( resp. (q M , ■ ■ ■ , çm p ™, •••))• Si M\N, on a q^ /M = q M - 

On définit une application l^r '■ — > B^" R par f(q) 1— > f(q) ; ce qui permet d'identifier 
& + à un sous-anneau de B^ R - On note a — ^ — [(^, (|)p ,•••,)] et on a a G A in f H Ker#. 
Si f(q) G Â + est de valuation p-adique > (i.e. f(q) = J2neN a n(~) n e & + ave c a n G Z p ), 

on a f(q) = £ M« + [(}, (J)*, • • • , W =E«* E„> fc a»© [(J, • • • , )]* et la séries 

n=0 fc=0 

Sn>fc a ™(fc) [(p > (p " ' converge dans A inf . Donc i dR est continue. Mais il faut faire 
attention au fait que tdR(-& + ) n'est pas stable par Qâ car qa = qÇ ^ si a G Ç/£, où c q est le 
1-cocycle à valeur dans Z p (l) associé à q par la théorie de Kummer. 

Posons & + = L^(Â + )[[t}}. Si M > 1 est un entier, on note l'anneau ^ + [çm)Cm] et 
pose ^ Mp00 = Un-^Mp™- L'application idR s'étend en un morphisme continu de ^ + -modules 
LdR : ^ M — > B^ R en envoyant Cm et qu sur Cm et qu respectivement. On a = tdRC^Af )[[*]]■ 
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Remarque 3.15. Le module tdR n ' es t pas un anneau car ( = ^ L^i^lj). Donc le 
morphisme l^r '■ — >■ B^ R (^ + ) n'est plus un morphisme d'anneaux. 

Lemme 3.16. (1) Â + est stable sous l'action de 

(2) Le ^ -module est égal au Â + -module R + [Çm, Qm]- 

Démonstration. Si cr G G a, o~q = q~Ç c i(°> et £ G Alors o~q G &[[t]]. Par ailleurs, on a at = 

Xcyd(°~)t- Cela permet de conclure le (1). Le (2) se déduit du fait : ( M = ( M exp(— j^). □ 

Théorème 3.17. Soit M > 1. On a 
(i) H (^ MpOO ,B+ R )=B+ R (^+ pOO ); 

(il) J^Mpoo est dense dans Bj R (^ ptx) ) ; 
Le théorème se déduit des lemmes 13.181 et 13.201 suivants : 
Lemme 3.18. Tout élément x de (Bj R ) S ' s p°° s'écrit de manière unique sous la forme 

où dijk(x) est une suite triple d'éléments de LdR{& + ) avec la propriété suivante : pour k fixé 
et N G N, l'ensemble {(i,j) G / x J : v p (aijk(x)) +j< N} est fini. De plus, jfÇoo est dense 
dans (B+ R ) 5j V° . 

|_ Q 

Démonstration. En composant l'application 9, l'application Tj : C(& ) Jî p°° — > & + et l'ap- 
plication l^r, on définit une suite d'applications pour i G / et j G J : 

Soit 77 l'application de (B~[" R ) ^p 00 dans (B^J^p 00 définie par rj (x) — u -1 ^— Y^i£i,j£j@ij{ x )Cq~'')- 
Si x G (B+ R /V° et n G N, on a x = u n+1 r] n+1 {x) + ELo ^(EiG/jeJ M^M)^'), ce qui 
montre que l'on peut poser Oijk(x) = 9ij(r] k (x)) ; d'où l'existence d'une telle écriture. D'autre 
part, l'unicité se déduit de la construction de 9ij et de l'unicité d'écriture d'élément dans 
C(Â ) r! p°° . Enfin, la densité est une conséquence directe d'une telle écriture. □ 

Remarque 3.19. Tout élément x de (Bj R ) •V s'écrit aussi de manière unique sous la forme 

+00 

J2t k ( y, 4*(*X¥))> 

où la suite triple a^ k (x) d'éléments de LdR(& + ) vérifie la même propriété dans le lemme. 

Passons au cas général. Soit M = M p m avec (p, M ) = 1. Soient l, h G N et h > l tels que 
[&M&pi : $M& P '} = [&m p oo : ^M-^poo] = c et [F M F ph : F ph ] = [F Mp °° ■ F p °o] = d. Supposons 

que ei, • • • , e c une base de Âj^^pi sur $m&p 1 e ^ /i> ' ' ' > /<* une base de F M F p h sur F p h. On 
peut démontrer le lemme suivant de la même manière du lemme 13.181 
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Lemme 3.20. Sous la hypothèse au-dessus. Tout élément x de (B^)^*^» 00 s'écrit de manière 
unique sous la forme : EîS^Œ^iU 5^i=o ^(^dR^)/?); awec ^fc(^) e (®dk) • 

Proposition 3.21. Sz X est un ouvert compact de Q p vérifiant X + p~ lr L p = X ; z7 existe 
une unique application -linéaire Resx continue de (B^J a p°° dans (B^J^p 00 telle 

que l'on ait Resx(( x q y ) = Ç x q y si x G X,y G X (H Z[i] e£ Res^C 3 ^) = sinon. 

Démonstration. Comme u; = Y2ï=o Q> es ^ un P or y nome en Cp> on v °it que s'il existe une telle 
application, Res^ doit être donnée par la formule 



-oc 



(10) Resx(x) = £V( J2 ",M-'%'<n 

k=o (ij)e(JnX)x(JnX) 

Ceci implique que Res x (A^ 00 ) C A^ p °° et Res x ((Ker#) fc+1 ) = Res x (u; fc+1 (B+ R ) g V° ) C 
(Ker#) fc+1 , et donc que Resx(^m,fc) C U m k, ce qui permet de conclure que l'application 
Resx définie par la formule ({TUi) est continue. 

Il ne reste donc plus qu'à donner la formule explicite pour Resj^CO si x G Q p . On a le 
fait dans (j6] prop.4.2) : Resx(C x ) = ( x si x £ X et Resx{( x ) = sinon. Ceci permet de 
conclure le lemme en utilisant le formule explicite pour Resx- □ 

Théorème 3.22. Si M > 1 est un entier tel que m = v p (M) > v p (2p), il existe une unique 
application R« : ©dR^Mp 00 ) — > qui est -linéaire et continue et telle que la restriction 
de Rjv/ à fà.Xtpoa est donnée par la formule : 

Rm : -^Mp°° ^ 

,, , I ârp»9*fp» ! sl P n \ a etp n \b; 



C]\4p n( lMp n ^ 



De plus, Rjv/ commutes à l'action de Q#. 



; sinon. 



Démonstration. S'il existe une telle application, elle est unique par continuité de R/vf. 

Passons à l'existence. On décompose M = M Q p m avec (M ,p) = 1. 

Soit M = 1. Soit S m le sous-<-dR(-£ + )-module de B^ R engendré par les ( x q y pour x G 
p~ mr L p ^y G p _m Z. L'adhérence de 5* m dans B~[" R est En appliquant la proposition 13.211 
à X = p~ m Z p , on obtient une application Jïpm-linéaire continue Kes p -m Zp de (M^ R ) 5si p°° dans 
(B^)^ 00 telle que la restriction de Res p -m Zp à Â p oo vérifie la formule voulue. On pose 
Ri = ReSp-mgp. 

Passons au cas général. D'après le lemme l3~20"| si x = J2t=o uk Œ2i=o Sj=o bijk{x)tdR{ei)fj) G 
(M^ R ) 5riM p°° , on pose une application de (Bj R ) GfiM p°° à valeurs dans jk^ par la formule : 

+oo c d 

K M {x) = ^w fe (^^Ri(6 îife (x))i d R(e i )/ i ). 
C'est une application .fè^-linéaire. La continuité de Rm est de celle de Ri. 
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Il ne reste donc plus qu'à vérifier que la restriction de Hm à &Mp°° satisfait la formule 
voulue. On constate que l = m vérifie la condition du lemme 13.201 et si n > m, on a [fà. M Â pn : 
Â^Fm] = M avec une base B = {<?m }o<î<m -i- D'après le remarque I3.10[ la formule voulue 
est un calcul direct. Ceci permet de montrer l'existence. Comme les {Cm^m^iJ^J forment une 
base de & Mpoo sur jtj^, on n'a pas du choix pour la restriction de à &\ Ipa o et donc aussi 
à (Bj" R ) ejÎM p°° par continuité de Rm et densité de &Mp°° dans (M^ R ) g,lM p°° . La commutativité 
de R M et Gr vient de la formule de l'action de Gr sur les Cm P "9m P " e ^ de ce ^ e de R-m sur les 



3.3 Une application logarithme log 

On note Uq(^~) l'ensemble des éléments x de IR(^ + ) tels que v p (x^ — 1) > 0. 

Lemme 3.23. Il existe une unique application logarithme x H- log[x] de Uo(A + ) dans 

M^ R (A + ) qui vérifie \og[xy] = log[x] + log [y], et log[x] = Ylt=i — n^~^ ■ ^ e P^ us > 
on a a(\og[x}) = \og[ax] si a G Gq p - 

Démonstration. Si x G Uq(â + ), il existe A; G N tel que kv p (x^ — 1) > 1. On constate que 

([x] — l) k — pa, où a = [^—p-^-], appartient à Ker^ et donc on a ([x] — l) k = pa + uj3. 
Si n G N, on a n = km + r avec < r < k — 1. Donc on peut écrire 

(M-i) w = (N-irçpa+^r = fbl _ ir f/^yQH!! 

n n U J J p ^ km + r 

Donc on a E +~ l-HH-T = E *-. (H _ 1)r e£>/3) < ^ fâ^ri. 

Si est fixé et m tend vers +oo, on a v p ((™^) — v p {km + r) + m — i > m — i — v p {km + 
r) — tend vers +oo ; ce qui montre que z2 m >i ' km+r — converge dans B in f et la sé- 
rie 5^m=i (M -1 ) es t donc convergente pour la topologie faible dans Bj" R . La relation 

logfxy] = log [a;] + log [y] se déduit par un argument de séries formelles. 

□ 

On note q = (q, qp, • • • , ) G ; son représentant de Teichmuler est q. Il est évident 

que q n'appartient pas à E + Uq(â ). On aimerait bien que l'application logarithme s'étend à 
È + Uç,(Â ) x (j®. On a aq = q( Cq( - a \ où c q est le 1-cocycle à valeurs dans Z p (l) associé à q par 
la théorie de Kummer, et le minimum que l'on puisse demander à u q = log q est de vérifier 
la formule au q = u q + c q (o~)t, quel que soit a G G a- Mais on a le résultat suivant qui dit qu'il 
n'existe pas un élément u q dans B~[" R et, de plus, un tel u q est transcendant sur Bj~ R . 

Théorème 3.24. u q est transcendant snrBj R . 

Démonstration. Supposons que u q est algébrique sur B^ R . Soit P(X) = X n + a\X n ~ 1 + • ■ ■ + 
a G B^ R [X] le polynôme minimal de u q sur B^" R . Si a G Gr, alors on a 

= a(P(X)) = (X + c q {a)t) n + o"(a 1 )(X + c^t)™" 1 + ■■■ + a{a n ). 
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Comme P{X) est le polynôme minimal de u q , on a a(P(X)) = P(X). Ceci permet de déduire 
cr(ai) = ai — nc q (a)t et donc a(— ) = — — c q (o~)t. Ceci n'est pas possible car il n'existe pas 
d'élément x de B^ R tel que, si a G G&-, crx = x + c q (a)t. 

En effet, s'il existe un tel élément x dans B~f" R , alors il est stable sous l'action de Ga Mp ao 
pour tous M > 1 et donc appartient à (Bj R ) = Bj R (^ fp00 ). Appliquons la trace de 

Tate normalisée H M : B^ R (.^f -) — > Â^ d à x, et donc on obtient que H M (x) appartient à 



l\ { tel que 

11) aH M (x) = H M (x) + c g (a)t, pour tous a G P&, 



Par ailleurs, la filtration sur Bj R est stable sous l'action de Gr, alors on peut supposer 
Rm(ï) = ai + a2{qAi)t mod t 2 avec ttj G Mr^m) P our i = 1, 2. On déduit la relation 
suivante de la formule ffTTT) : cr^(a 2 Xcyci(o")) = #(02) + c q (a) pour tout a G P#, ce qui est 
impossible car $(02) G n'a qu'un nombre fini de conjugués et c q (a) prend un nombre 
d'infini de valeurs pour o G U m C P&. 

□ 

Remarque 3.25. On peut montrer de la même manière que logt est transcendant sur Bj R . 

On pose Bj£ = BjpJuJ avec a{u q ) = u q + c q (o~)t. On a bien que U (& + ) x g Q est stable 
sous l'action de G& car — ç(1>Cï» ' ' ') pour a G Alors l'application logo[-] s'étend à 
U (Â ) x ^ à valeurs dans B^ g telle que log[g a ] = au q si a G Q, et cr(logx) = log(<ra;) si 
a G G a- On pose A* n * f = {x = Yl= Q P k W] e A inf (l + ) : x G £/ (£ + ), ^fc G si fc > 1}. 

Proposition 3.26. (1) Sil+x Çï A** f , alors la série ^2^=i ( ~ 1 ' > n ~ converge dans Bj R . 
(2) L'application log o[-] : [7 (-^ + ) x ^ ~~ ► s'étend en une application log : A** f xg 1 ^ — >■ 
B^ R [tt g ] te/k que 

• log([x]) = log [a;], logg a = au q si a G Q; 

• log(xy) = \og(x) + log(y) ; 

• iog(a;J = 2^n=i — — ? Sï ' a sene converge. 

De plus, on a a(logx) = log(cxx) si a G Ga- 

Démonstration. (1) Si 1 + a; G A*^ f , alors il existe k G N, tel que x fc — pa, où a = [— — — ], 
appartient à Ker#. Donc on a x k = pa + avec /3 G Ai n f. Donc l'argument dans 13.231 
s'adapte à montrer la convergence. 

(2) Il suffit de montrer que log : A** f — > B^ g est bien définie. Si Xq G Uq(â + ), alors [xq] est 
inversible dans A** f . Donc pout tout x = Y2t=oP k [ Xk ] ^ ^W' 011 a x = [ x o](l + po) avec 
a G A in f(^ + ). On constate que log(l +pa) = J2 n >i converge dans A in f(^ + ). Alors logx 

est bien défini par multiplicativité. □ 



4 Cohomologie des représentations du groupe P& M 

Soit M un entier > 1 et soit m = v p (M) > v p (2p). Le corps &Mp°° est une extension 
galoisienne de Âm dont le groupe de Galois 

GL 2 (Z P ) : a = 1, c = 0, 6 G p m Z p , d G 1 + p m Z p } =: P m 
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est un groupe analytique p-adique de rang 2. Si g est l'élément de P& M correspondant à une 
matrice ( J b d ), l'action de g sur Ç M q 3 M avec G J x J est donnée par la formule : 

#(Cm<?m) — CmQmCp™ ^ • 

Si m, t> G p m ^ p , on pose (u, i>) l'élément (q e " ) de P m . La loi de groupe s'écrit alors sous la 
forme : 

{u 1 ,v 1 )(u 2 ,v 2 ) = {e V2 Ui +u 2) v 1 + v 2 ). 

Soient U m et T m les sous-groupes de P m engéndrés par u m = (p m ,0) et 7 m = (0,p m ) res- 
pectivement. Si (u, 0) G C/ m et (0,t>) G r m , on a (0, t> 0)(0, t> ) _1 = (e _î, w, 0) G £/ m . Donc 
C/ m est distingué dans P m , et on a T m = P m /U m . Ces deux sous-groupes C/ m et T m sont 
isomorphes à Z p ; ils sont donc de dimension cohomo logique 1. Cela implique P m est de 
dimension cohomologique < 2. 

Si G est un groupe topologique, si V est une Q p -représentation de G, on note le groupe 
de cohomologie H* (G, V) la cohomologie continue de G à valeurs dans la représentation V. 
Si G est procyclique, si g est un générateur de G, on a : 

(12) R\G,V)^V/(g -l), 

où un 1-cocycle (g h-> c 5 ) est envoyé sur l'image de c 50 dans V/(go — 1). 

Lemme 4.1. L'action o de T m sur V7((p m ,0) — 1) induite par celle sur îV-(U m ,V), est 
obtenue en tordant l'action originale * sur V par le caractère 7^ >->■ e _apm , ow 7 m = (0,p m ). 
Plus précisément, si x E V / (u m — 1) avec u m = (p m , 0) et si (0, v) G r m , 

x o (0, f ) = e~ v x * (0, i>). 

Démonstration. On démontre le lemme par le calcul suivant : si (0,v) G T m , on a 

(c* (0,w)) Um = C(o,„) Um ( ,«)-i * (0,u) = C( e -«pm >0 ) * (0,u) = c ue -v * (0,v); 

de plus, la formule de 1-cocycle et l'identité C( p m ) * (p m ,0) = C( p mo) dans ^/((p m ,0) — 1), 
nous donnent c u a = ac Um pour tout a G Z p et donc 

^p^o)^ * ( ' u ) ~~ c (p m ,o) = (e~' ; C(pm i o)) * (0,v) - C(pm j0 ) = C(pm j0 ) * (e _1, (0,t;) - 1), 

où e _î> agit sur C( p m ) par multiplication par e~ v . □ 

Lemme 4.2. V -une Q p -représentation de P m ; a/ors on a 

H 2 (P m , V) = V/((p m , 0) - 1, (0,p m ) - O- 

Démonstration. On a une suite exacte de groupes 1 — >■ C/ m — > P m — >■ r m — > 1 et la dimension 
cohomologique de P m est < 2. Donc la suite spectrale de Hochschild-Serre nous fournit un 
isomorphisme : H 2 (P m , V) = H 1 (r m , H 1 (f/ m , V)), où l'action de Y m sur H 1 (f/ m , V) est donnée 
par (u h-> cj i->- (m >->■ (c * 7)^ := c 7U7 -i * 7). 

Les U m ,T m sont des groupes procycliques avec les générateurs (p m , 0) et (0,p m ) respec- 
tivement. Soit (u !->■ c M ) un 1-cocycle représentant un élément c de H 1 (C/ m ,V'). Alors, par 
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l'isomorphisme (lT2"j) . c a pour l'image C( p mo) dans Vy ((p m , 0) — 1). D'après le lemme ci-dessus, 
l'action o de T m sur V/(u m — 1) induite par celle sur H 1 (f/ m , V) est donnée par la formule : 
x o (0, v) = e~ v x * (0, v ). Donc on conclut par les isomorphismes suivants : 

Yi\Y m ,Y{\U m ,V)) ^ (V/(u m - l))/( 7m - 1) = V/(u m - l,e" pm 7m - 1). 

□ 

4.1 Cohomologie des représentations analytiques du groupe P TO 
Définition 4.3. Si n > 1, on note u = (u\, • • • , u n ) G C™. On note D(u, m) la boule fermée 
{x = (xi, ■ • • , x n ) G C" v p (x - u) = inf vJxi - «;) > m}. 

l<i<n 

Une fonction / sur D(u, m) à valeurs dans C p est Q p -analytique s'il existe {a;(/, u) G 
Q P }(ieN«) tels que lim v p (a ï (f, u))+(X)Li = +oo et /(x) = XàeN" a i(/> u)(x-u)' 

H H hîn^ + OO J 

quel que soit x G -D(u, m). 

On note C an (D(0, m), Q p ) l'anneau des fonctions Q p -analytiques sur D(u = 0,m). On 
définit une valuation v sur C an (D(0, m), Q p ) à valeurs dans Z : 

n 

v : C-pCO, m), Qp) Z;t; (^a i (/)x i ) = .inf z,|a i (/) ^ 0}. 

ieN' 1 j=l 

Cette valuation induit une filtration sur C a,n (D(0,m),Q p ) : pour tous k G Z, 

Fil^L^m)^) = {/ G C^DCO, m), Q p ) : «„(/) > fc}. 

Si m > v p (2p) est un entier, on pose P m = {(J ^)\b G p m 7L p ,d G 1 + p m Z p }. C'est un 
groupe analytique p-adique compact. Si u, v G p m Z p , on note (u,v) l'élément (g e t ) de P m . 
La loi de groupe s'écrit alors sous la forme : {u\,V\)(u2,V2) = {e v ' 2 U\ + u%,V\ + i^). 

Définition 4.4. (1) Une fonction / sur P m à valeurs dans Q p est Q p -analytique s'il existe 
une fonction Q p -analytique / sur D(0, m), telle que, Vit, v G p m Z p , /(( J e t )) = /(m, t>). 
(2) Une représentation analytique V de P m est un Q p espace vectoriel de dimension finie 
muni d'une action continue de P m , et les coordonnées de la matrice de (u, v) G P m 
dans une base de V soient Q p -analytiques. 

Soit V une représentation analytique de P m . Comme V est une représentation analytique, 
on dispose des opérateurs di : V — > V, pour i — 1,2, définis par : 

(13) x * (u, v) = x + ud\X + v d 2 x + 0((u, v) 2 ), 

ou 0{{u,vf ) est une fonction analytique sur P m de valuation > 2. 

Lemme 4.5. Ces opérateurs ont des propriétés de dérivations : si X\ G V\,X2 G V2, où V\, V2 
sont des représentations analytiques de P m; et si i — 1,2, on a 

di(xi (8 x 2 ) = (SiXi) (g) x 2 + xi ® diX 2 - 
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Démonstration. Soit (u,v) G P m et soient X\ G V\ et x 2 G V^. De la définition de d{, on a 

(xi (g) x 2 ) * (u,v) = xi® x 2 + udi(xi ® x 2 ) + vd 2 (xi <8> x 2 ) + 0((u,v) 2 ). 
D'autre part, on a 
(xi ® x 2 ) * (u,v) 

—xi ®x 2 + u((dixi) ®x 2 + xi® (dix 2 )) + v((d 2 xi) ® x 2 + £1 <S> (<9 2 x 2 )) + 0((u, w) 2 ). 

On déduit les propriétés de dérivations de <9j pour i — 1, 2 en comparant les deux formules 
ci-dessus. □ 

Soit 7 G P m ; l'image de la fonction analytique a 1 : Z p — >• P m ,a 7 (x) = 7 X est un sous- 
groupe à un paramètre. Alors on peut définir une dérivation cL : V — > V par rapport à a 1 

n. 

par la formule : <9 7 (x) = lim n _ 



x*7 p —x 
p™ ' 



Lemme 4.6. On a les relations suivantes : d% = p m d Um ,d 2 — 1 = p m d e - P ™ ym . 
Démonstration. Soit x G V. Par définition, on a 

n— >oo p n n— >oo p n 

Alors 9i = p~ m d Um . De la même manière, on a <9 2 = p~ m d lm et d 2 — 1 = p~ m d e - P ^ lm . 

□ 

Remarque 4.7. Si V est une représentation analytique de P m munie d'un Z p -réseau[f] T tel 
que T est stable sous l'action de P m , et si x G T, alors du lemme précédent, on déduit 

x * (u, v) = > u v -^-rr- 



i\v. 

n=0 J 



avec 9l ® 2 , x G p S ^ + ^T C p m ^ + ^T pour certain s < 



m. 



Si x G est dans le noyau de l'opérateur u m — 1 ( resp. e p 7 m — 1 ) sur V, alors x est 
dans le noyau de l'opérateur <9i = p~ m lim " m n ( resp. d 2 — 1 ) sur V. Ceci nous fournit 



n— >+oo 



une application surjective naturelle : 

: V/(fc, - 1) V/((p m , 0) - 1, (0,p m ) - e pm ). 
Lemme 4.8. <fi est un isomorphisme. 

Démonstration. On est ramené à montrer que Ker<9i = Ker(w m — 1) ( resp. Ker(<9 2 — 1) = 
Ker(e~ pm 7 m — 1) ). On a montré l'inclusion Ker(w m — 1) C Ker<9i ( resp. Ker(e _p " l 7 m — 1) C 
Ker(<9 2 — 1) ). Alors il reste à montrer l'inclusion inverse. 



6. Il existe tel réseau si m assez grand. 
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Soit x G Ker<9i. Comme on a d\U m = u m d 1 , l'espace Kerdi est stable sous l'action de 
u m . De plus, il existe une base S de Ker<9i telle que la matrice de u m peut se mettre sous 
la forme de Jordan. Soit À une valeurs propre de «m, | Kerdi- Comme V est une représentation 
analytique de P m , \ x est une fonction analytique sur Z p . Comme la matrice de d\ dans cette 
base est 0, on a logÀ = 0. Ceci implique que À est une racine de l'unité (. De plus, ( x est 
une fonction analytique en variable x sur Z p si et seulement si ( = 1. Donc la matrice de u m 
dans la base S est unipotente et on peut supposer qu'elle est de la forme I + A avec A une 
matrice nilpotente. 

Comme d\ — sur Kerdi, on a log(J + A) =0. D'autre part, on a log(J + A) = 

o (n+i)i)' ° Ù ^«=o (n+i)! est une somme fi nie - Comme Y.l=o [n+iy. est mversi ble, on 
obtient A = 0. Ceci équivaut à la condition Ker<9i C Ker(w m — 1). De la même manière, on 
obtient Ker(<9 2 - 1) C Ker(e- pm 7 m - 1). □ 

Par conséquent, on obtient le corollaire suivant : 

Corollaire 4.9. On a un isomorphisme naturel 

(14) B 2 (P m ,V)^V/(d 1 ,d 2 -l). 

Rappelons que le groupe de cohomologie H. 2 (P m ,V) est la cohomologie continue d'un 
groupe p-adique à valeurs dans la représentation analytique V. On pose C°(P m , V) = V et 
note C n (P m , V) le groupe des homomorphismes continus de P^ à valeurs dans V. On peut 
le calculer par le complexe nonhomogène des cochaines continues 

C' : C°(P m , V) -*U • • • ±1 C«^(P m , V) ±X C"(P m , V) • • • , 

avec les différentielles d n données par les formules 

n 

(dnf)dir-- ,7n+i) =7(72,- •• ,7n) *7i + Xl( _1 )^( 71 '"' >7*-i>7*7i+i,-- - ,7n+l) 

î=l 

+ (-ir + V(7i,---,7n). 

Comme V est une représentation analytique, le complexe C des cochaines continues contient 
un sous-complexe des cochaines analytiques avec les mêmes différentielles : 

C an,. . q ^ C an ) 0(p mj y)^...^ C an ) n-l(p mj y)^ C an 1 n(p m> y) _ . . ? 

où C an '°(P m , V^) = F et C mi ' n (P m ,V) est le sous-module des fonctions analytiques sur PJ^ à 
valeurs dans V de C n (P m , V). En particulier, tout élément de C an ' 2 (P m , V) peut s'écrire sous 
la forme : c {u , v) ^ y) = £ c idA iu' l v ] x k y l avec c id ^ k G V. 

i,j,k,l>0 

La filtration sur C an ' n (Z)(0, m), Q p ) définie par la valuation v induit celle sur le complexe 
C an 'V Quel que soit k > 1, on a Fil C an '*/ Fil fc C an '* ^ 7^ fc '', où 7^ fc '* est le complexe 

P<*,. ; Q — ^ fc (P m , V) ■ ■ • ^(P m) V) P« fe (P m , V) — • • • , 



43 



où V l <k l'ensemble des polynômes de degré < k sur ~P l m à coefficients dans V et les différen- 
tielles sont ceux du complexe C an '• modulo les termes de valuation k + 1. 

Considérons le complété du complexe C an '* pour sa filtration au-dessus, on obtient un 
complexe suivant : 

S» : o S°(P m , V) -*U . . . *ïi ^(P^ V) <S"(P m , V) • ■ • , 



où 5*(P m , y) l'ensemble des séries formelles sur P l m à coefficients dans V et les différentielles 
sont ceux du complexe C an, \ Alors C an >* est un sous-complexe du complexe S'. 

On note H an,î (P m , V) le groupe de cohomologie calculé par le complexe C an, V La proposi- 
tion suivante montre que le sous-complexe C an '* calcule le groupe de cohomologie H 2 (P m , V) : 

Proposition 4.10. Soit V une représentation analytique de P m . Alors 

(i) tout élément de H 2 (P m , V) est représentable par un 2-cocycle analytique ; 
(il) l'image d'un 2-cocycle analytique, 

((«, v), (x, y)) -> Cfr^fay) = ^2 c iJA iu l v J x k y l , 

i+j+k+l>2 

sous l'isomorphisme \4.9\) est aussi celle de o~^{c( u ,v),{x,y)) = ci >0 ,o,i — c o,i,i,o dans 
V/{d 1 ,d 2 -l). 

Par l'isomorphisme (14. 9p . il suffit de montrer (ii) et montrer que l'application 

: {2-cocycle analytique} — > V 

induit une surjection de H an,2 (P m , V) — > V/(di, d 2 — 1). 

La démonstration de la proposition (I4.10P se sépare en trois étapes : 
(1) On calcule la cohomologie H 2 (P- fc '*). On est ramené à étudier la cohomologie des com- 
plexes quotient Fil* C an '7 Fil m C an '* : 

?0m \r\ d ° „ dn -\ qjn-l 



<p*,' : o . pO(P m , V) • ■ ■ -==i Vr 1 (P m , 1/) — (P m , ■ • • , 

où Vf est l'ensemble des polynômes homogènes de degré i sur PJ^ à coefficients dans V. C'est 
le sujet du lemme 14.121 

(2) On montre que, soit c^^y) ■ ((u,v), (x,y)) ->■ C(u, v ),(x, y ) = J2 i+j+k+ i >0 c i j t k,iu l v :l x k y l un 
2-cocycle du complexe «S*, alors c< u ,v),{x,y) ~ (ci,o,o,i — co,i,i,o)uy est un 2-cobord du complexe 
S* ( cf. lemme H. 13p . En effet, l'étape (1) nous permet de montrer le résultat à la main. 

(3) On montre que, quel que soit C( u>v )^ x>y ) un 2-cocycle analytique dans C an '* 

(0,t>), (x,y)) -> c {U:V ) j(X:y ) = ^ c ià ^u l v 3 x k y\ 

i+j+k+l>0 

alors ct u ,v),(x,y) ~ (ci,o,o,i — Co,i,i,o) w 2/ est un cobord analytique. En effet, on peut contrôler le 
2-cobord dans l'étape (2), ce qui permet de montrer qu'il est un 2-cobord analytique. 

Tout d'abord, on fait une remarque sur la relation de 2-cocycle du complexe V n ''. Soit 
C( u ,v),(x,y) un 2-cocycle du complexe V n '°, par définition il vérifie la relation : 

y ) = mod Fil" C an ' . 
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La loi de groupe de P m devient simplement : C( u , v )(x,y),(a,p) = c (u+v,v+y),(a,p)- De plus, soit 
(ui,Vi) G P m pour i — 1,2,3; si /((«2 ; ^2), («3,^3)) est un polynôme homogène de degré n 
à valeurs dans V, alors il est de la forme ^2 a i,j.k,iu\v\u\v\ avec ciij,k,i G V et (iti,i>i) 

i+j+k+l=n 

agit sur / à travers l'action de P m sur V : 

(15) ( 2j a idAl U 2 V 2 u 3 V ï) * (Ul,Vl) = 2J a »J>fc,i * t 'l) U 2' y 2" U 3 t '3- 

i+ i 7+fe+Z=n i+j+k+l=n 

Comme l'action de (m, v\) sur les coefficients a>i,j,k,i se factorise à travers les opérateurs d\ et 
d 2 dans la formule (TTB"]) . l'action de (ui, f 1) est triviale dans la formule (TT5]) . Donc, la relation 
de 2-cocycle ainsi que celle de 2-cobord dans P n '* se simplifient 

, v f-(x,j/),(a„9) '-'(u+a;,t>+j/),(a,/3) "I - '-'(«,«), (x+a,y+/9) ^(if,î;),(a:,2/) 0) 

v ' (dQ) (u,v),(x,y) Q(u,v) Q(u+x,v+y) + Q(x, y ), où Q e V n (P m , V). 

Définition 4.11. On dira qu'un polynôme P((u,v),(x,y)) = ^ Ci j k ^v^x y G V 2 

i+j+k+l=n 

est de valuation faible m si m = min{i + j, k + l : c%,j,k,i 7^ 0}. 

Si n > 2, soit c^)^^) un 2-cocycle du complexe V n '°. On note la dérivation en la i-ième 
variable par Dj pour 1 < i < 4. 

Lemme 4.12. (%) S n = 1, a/ors tout 2-cocycle de V 1 '* est nul. 

(2) Si n = 2, tout 2-cocycle du complexe V 2 '* peut s'écrire sous la forme suivante : 

C(u,v),(x,y) ^ ^ij^^UV^X y , 

i+j+k+l=2 

où CijM sont dans V. Alors, son image dans le groupe de cohomologie H 2 ^ 2 '*) est aussi 
celle de (c li0)0 ,i - c 0Xlfi )uy. 

(3) Si n > 3, le groupe de cohomologie H 2 ^™'*) est nul. En particulier, si 

C(u,v),(x,y) = ^2 C i,j,k,lU l V J X k y l 
i+j+k+l=n 

est un 2-cocycle du complexe V n '* , alors le polynôme homogène de degré n 
1 n ' 2 1 

Q{X,Y) = — (Cl o.n-in-^" + Co, n -l,0,l^ n ) + / y 1 — —T c n-k-l,k,0,lX n k 

n ^-^ k + 1 

fc=0 

vérifie la relation c = —dQ. 

Démonstration. (1) Si n = 1, un 2-cocycle ct UjV -j( Xty ) de V 1 '* s'écrit sous la forme a\u + a 2 v + 
a^x + a^y avec G V pour 1 < i < 4. Alors la relation de 2-cocycle (ITtjj) se traduit en la 
relation : a%x + a 2 y + 03a + a 4 /3 = 0, ce qui implique a\ = a 2 = 03 = a 4 = 0. 
(2) Si n = 2, soit c^),^) un 2-cocycle du complexe V 2 '' . Alors, c^^^y) peut se ranger 
par la valuation faible sous la forme : 

C(u,v),(x, y ) = Poi(u, v) + P 02 (x, y) + Pi(u, v, x, y), 
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où P i(u,v) = c u u 2 + c v v 2 + c uv uv, P 02 (x,y) = c x x 2 + c y y 2 + c xy xy sont de valuation faible 
0, et Px(u,v,x,y) = ^2 Ci ) j y k,iu t v^x k y l est de valuation faible 1. 

i+j+k+l=2 

(ij)?*(0,0),(fc,Q?É(0,0) 

Pour les termes c li0) i,o«^+Co,i,o,iVî/ et Ci fifi ,iuy+c ^ lfi vx, on pose Q 2 i(x, y) = |(ci, ,i,o£ 2 + 
co,i,o,i2/ 2 ) e t Q22(x,y) = co^i^xy dans V\ respectivement. Donc on a 

Q 21 {u + x,v + y)- Q 2 i(u, v) - Q 21 (x, y) = c lfijlfi ux + c 0>1>0>1 vy; 
Q 22 (u + x,v + y) - Q 22 (x, y) - Q 22 (u, v) = c 0Atlfi (uy + vx). 

On pose Q 2 = Q 2 \ + Q 22 et alors 

C( u ,v),(x,y) = Poi(u, v) + P 02 (x, y) - dQ 2 + (ci A o,i - c xi,o)uy. 

Par ailleurs, (ci,o,o.i — £0,1,1,0)1*7/ est un 2-cocycle. On peut alors supposer que le 2-cocycle 
c (u,v),(x,y) est de la forme Pqi(u,v) + Pç, 2 (x,y). La relation de 2-cocycle (fTïïj) nous fournit la 
relation suivante : 

Poi{x,y) - P i(u + x,v + y) + P 02 (x + a, y + (3) - P 02 (x,y) = 0. 

Si on évalue en (x,y) = (0,0), alors on a — P i(u,v) + P 02 (a,(3) = 0, cela implique que 
-P01 = P02 = 0. 

(3) Si n > 3, La relation de 2-cocycle ffT6|) nous dit que la fonction analytique en six variable 

g(u,v,x,y,a,(3) = c^ y ^ a> ^ - c {u+XtV+y) ^ } + c {u , v )^ x+ayy+ p) - c {U)V) ^ X)y) est identiquement 
nulle. En développant cette fonction g en variable (u,v), on obtient : 

— u(Dic)( x ^ y )^ a ^) — V(jy 2 c)(x,y),(a,p) + u(DiC)(p :0 ),(x+a,y+P) + ^(D2c)(o,0),(s+a,y+/3) 
+ C( ,0),(x+a,y+P) ~ C(0,0),O,y) - w(Dlc)(o,0),(a;,y) ~ v(D 2 c)( 0t o) t ( Xjy ) + 0((u,v) 2 ), 

où 0((u,v) 2 ) note les termes de valuation faible > 2 de variable (u,v). Alors, pour % = 1,2, 
on a 

(17) (DiC)( x , y ),(a,/3) = (DiC)(0,0),(x+a,y+l3) ~ (DjC) (p,0),(x,y) ■ 

De la même manière, si on développe la fonction g dans la variable (a, (3), on obtient les 
relations suivantes pour j = 3,4 : (Djc) {UjV)i(Xjy ) = {T>jc)^ +XjV+y )^ 0t o) - (D i c) (x .,j /) ,( ,o)- 
On pose deux polynômes homogènes de degré n — 1 > 2 de variable (X, Y) : 

Qx(X,Y) = (p lC ) mtix ,Y) = c hOAiX k Y l ; 

(18) l+k+l=n 

Q Y (X,Y) = (D 4 c) ( x,y), ( o,o) = J2 r -.,o.. A" V'. 

Ensuite, on développe la fonction g dans la variable (u, v, a, 0) et on obtient 

- w((Dic) (^,(0,0) + a(D 3 Dic) (3.^,(0,0) + /3(D 4 D 1 c)( :Bi2/ ) i (o i o)) 

- w((D 2 c) (x .,j / ),(o,o) + a(D 3 D 2 c)( x , y ),(o,o) + /3(D 4 D 2 c) (a;i2/) ,(o i0 )) + 0((a, (5) 2 ) 

+ «((D3c)(o,0),(!ej/) + w(DlD 3 c)(o,o),(*, W ) + u(D2D 3 c)(o,o),(iE,v)) 

+ /3((D 4 c) ( o,o),(x',y) + m(D 2 D 4 c)(o,o),(x, î/ ) + u(D 2 D 4 c)(o, ),(a ; ,î/)) + 0((u, v) 2 ). 
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Les coefficients des termes u, v, a, /3, ua, u(3, va et v/3 nous donnent les relations : 

(19) (Dic)( x , y ),( ,o) = (D2C) (x,y),(0,0) = (D3c)( ,0),(a;,y) = (^ic)( ,0),(x,y) = 0; 

(20) ( D 3 D lC) (:Ciy)i (o,o) = (DiDgc)^),^,^; (D4DlC)( a; ,j / ),(0,0) = (DlD4C)(0,0),(:B,j/); 

(D 3 D 2 c) 

(x,y),(0,0) 

(D 2 D 

3c)(0,0),(x,î/); (D 4 D 2 c) 

(x,y),(Q,0) 

(D 2 D 4 c) (0,0), 

Alors, on obtient 

dyQxiXX) = (D 4 D 1 c) ( o 1 o )) (x,y) = (DiD 4 c) (Xi y )i(0l o) = <9xQy(X, F). 

Par ailleurs, on a Qx(0, 0) = Qy(0, 0) = 0. On en déduit qu'il existe un polynôme Q(X, Y) 
homogène de degré n tel que dxQ = Qx et dyQ = Qy '■ 

1 n-2 1 

Q{X, Y) = — (Cx o n -x nX n + CQ n-l,Q.iX n ) + > - — — C n _&_i fc ,o,iX n k l Y +1 . 
n k + 1 

fc=0 

Ceci nous donne un cobord dQ(x, y, a, (3) = Q(x, y) — Q(x + a, y + /3) + /?) vérifiant la 
relation Die = —D\dQ et D4C = — D^dQ. 

Le 2-cocycle C/^w^ = (c + dQ)( x ,y),(a,p) vérifie la relation Dxc = D 4 c = 0, ce qui 
montre que c est de la forme ^2j +k=n Cj^a k . Par ailleurs, on a 



r .i.k'ï " 



(D 2 c )(ofl,x+a,v+/3) = cx >n -i{x + a)™ ; (D 2 c') (0,0,2,2,) = ci, n _ix n . 

On déduit que Cj^ = si j 7^ 0, par la relation (Il 7p . Alors on a c', a ~ = Co, n a n . Enfin, 
la relation (ÎT9|) nous permet de conclure que tout 2-cocycle du complexe V n '* pour n > 3 
n'a pas les termes de valuation faible 0. Alors on conclut que le 2-cocycle c est nul. 

□ 

Lemme 4.13. Soit V une représentation analytique de P m . 

(1) Quel que soit c EV , la fonction ((u,v), (x,y)) — » c^y^) = cuy es£ un 2-cocycle. 
Réciproquement, tout élément de la cohomologie H 2 (S') est présenté par un 2-cocycle 
de cette forme. 

(2) Si C( u ,v),(x,y) = Yli+j+k+i>2 c hj,k,i utv '' xk y l es t un 2-cocycle analytique, alors il existe 
une suite de polynôme homogènes {Q n G V\,n > 2} telle que 

+00 

C( u ,v),(x,y) = (Cl, 0,0,1 — Coxi,o)uy ~ dQj, 

i=2 



où Q n est défini par récurrence : Q 2 {X, Y) = |(ci A i,qX 2 + c ,i, ,i^ 2 ) + c ,i,i,oXY et 



SI 



Q n {X,Y) = ë fel" ) X"- /£ F fc ; a/ors 

fc=0 



°n — — c 0,n-l,0,l ; °o — — l c l,0,n-l,0 ~ Cl°o h 

(21) J n 

&i n) = ^(c n -fc,fc-i,o,i - (n - fc)6fcli ), s« 1 < k < n - 1. 
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Démonstration. La première assertion est une conséquence directe de la deuxième. Il suffit 
de montrer la (2). Soit c^^fay)) — J2i+j+k+i>i c id,k,i ut ' v '' xk y l un 2-cocycle du complexe S'. 
D'après le lemme |4".12[ par récurrence, il existe une suite de polynômes homogènes {Q n G 

n-l 

V^}n>3 telle que l'on peut écrire c sous la forme (cioo,i — c o,i,i,o) M 2/ ~ ^2 dQi + Pm où 

i=2 

P n = 2~2i+j+k+i>n c[ n j k l u l v'-'x k y l est une fonction analytique sur ~P 2 m de valuation > n. On 
s'intéresse aux coefficients c,^ fc _ 1 k l et c[ Qn-i o dans P n pour < k < n — 1. 

Par ailleurs, les termes de degré n dans P„ provennant du cobord dQ e avec 2 < e < n — 1 

sont dans les termes Y. i+j+ e>n uiyj dlÔ2 ^ x,v) et J2t=i \ {{& - l)u) l d l x Q e (X, Y)\ u+x>v+y par la 
relation de 2-cobord (dQ e )( u>v )^ x ^ y ) = Q e (x, y) * (u, v) — Q e (e y u + x, v + y) + Q e (u, v), l'action 
de (u, v ) sur Q e (x,y) et les égalités 

Q e (e y u + x,v + y) = Q e (u + x,v + y) + J2 n d^ ~ l)u) l d l x Q e (X, Y) \ u+x , v+y . 

i=i 

on a la relation de récurrence pour c^ fc _ 1 k l et c[™Q n _ 10 : 

A- o 

(n) _ (n) o i,( n— 1) 

C 0,n-l,0,l — C 0,n-l,0,l5 C l,0,ri-1,0 ~ C l,0,n-1,0 ~ Cl^O 



c n-fc-l,fc,0,l 



"n-fc-i,fe,o,i - (n-k- l)b k n 1] , si0<k<n-2 



D'après le lemme flH2), on a donc Q n (X, F) = ± C g> n _ li0 X"+ £ m4 "Vi.fc.o,^ 
et on en déduit que 



k=0 



n ~~ ~ C 0,n-l,0,l ~~ - c 0,n-l,0,l) °0 - ~ c l,0,n-l,0 ~ ~ { C l,0,n-1,0 ~ 01% ), 

IL IL IL IL 

b ï n) = "j; c i-fc,fc-i,o,i = ^(cn-fc.fc-1,0,1 - - fc )fc X) ), si 1 < A; < n — 1. 



□ 



Soit V une représentation analytique de P m munie d'un Z p -réseau T qui est stable sous 
l'action de P m . On définit une valuation t> y sur V par rapport à T : 

si a; G V, ^t(^) = min{ra : x G p n T}. 

Soit seTet soit (m, 0) G P m ; on a x * (m, 0) = x + wc^a; + 0(u 2 ) et on a donc d\x G p~ m T . 

Lemme 4.14. Soit V une représentation analytique de P m munie d'un Z p -réseau T qui 
est stable sous l'action de P m . Smi c = Yi+j+k+i>2 c ijkiu l v^x k y l un 2-cocycle analytique du 

n 

complexe C an '* avec VT(ci,j,k,i) > — m(ï + j + k + l). Si {Q n (x,y) = Yl b k x n ~ k y k G V^} 

k=0 

est la suite des polynômes homogènes construit dans le lemme précédent, pour tous n > 2 et 
< k < n, on a 

VT{b k n ^) > —mn — v p (n\). 
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Démonstration. Si n = 2, le lemme est vrai par la formule explicite de Q2{x,y). La relation 
de récurrence (|2ip de 6^ nous donne la relation suivante : 

h( n ) — r -h^ — ^ (r f) h^^h- 

°n — ~ C 0,n-l,0,li °0 ~~ — l c l,0,n-l,0 — °1°0 Ji 

n n 

n ~ 3 1 —\Y f_p"- 2 



ï>) _V \~±1 r | l^U 1,(2). 

(22) "2^ ( n _i)...( n _i_ 5 c i.»-^o,i + (n _ ^,01 , 



i=0 

fe-1 



n) _ (fc-7i) j (fc-n) fc (n _ fc) 
& fc ~ 2^ jr7T7(k~^ c n-k,k-i-i,o,i + — £j & o > si 1 < /e < n - 2. 



i=0 



On en déduit que le lemme est vrai pour 

On montrera par récurrence que vt(J)q) > -nm — f p (n!) pour tous n > 2. Supposons 



^(fr^) > — em — u p (e!) pour 2 < e < n — 1. On a t>T(di& n ~ 1 ' ) ) — — nm — v p(( n ~~ 1)0 
t>T(<9ia;) > ^t(^) — On déduit de la relation de récurrence = -(ci t o,n-i,o ~~ ^î^o™ )j 
que Vt(o^) > -nm — t> p (ra!) pour tous n > 2. 
On a donc, si 1 < fc < n — 2, 

t>r( — 6q" fe j > —m(n — k) — f p ((n — fc)!) — ^(/c!) > -mn — u p (n!). 

/Cl 

Par ailleurs, on a v p ( jfe^j Cra-A;,fc-i-i,o,i) — —m(n — i) — v p (k\) pour tous 1 < i < — 1. On 



car 



en déduit que, pour 1 < A; < n — 2, on a Vt^^) > — mn — t> p (n!). Enfin, on 

( — 1)' ( — l) n ~ 2 2 

i<i<n-3 (n — 1) • • • (n — 1 — z) — 1)! 

Ceci permet de conclure le lemme. 

□ 

On revient à la démonstration de la proposition (I4.10|) : 

Soit C(u,v),(x,y) — Y^i+j+k+i>2 c ij,k,iu l v^x k y l un 2-cocycle analytique du complexe C an '\ Il 
existe une constante N assez grande telle que p N Cij k,i ^ p _ ( m ~ 1 )( î +-î +fe+/ )T pour tout i,j, k, l. 
Alors, on peut remplacer Cf u ,v),(x,y) P ar un 2-cocycle vérifiant la condition du lemme 14.141 

11 in) 

Donc il existe une série de polynômes homogènes {Q n (x, y) = ^bf 1 ' x' l y n ~' 1 G "P*} n >2 telle 

(n) + °° 

quev T (bf>) > -mn-v p (n\) > -(m+v p (2p))n et c^ v )^ y) = (ci fi , ,i-c xi,o)uy-J2 d Qi- Par 

1=2 

+oo 

conséquent, la série Yl Q n (u,v) converge vers une fonction analytique Q(u,v) sur P m +î, p (2p)- 

n=2 

Par la suite exacte d'inflation-restriction, on a 

. R 2 (P m /P m+M2p) , V p ™+M*o) . H 2 (P m , V) H 2 (P m+V2p) , V) . 



a 



L'argument ci-dessus donne que c^ u ,v),(x,y)) ~ ( c i,o,o,i ~ c o,ixo) u V es ^ nm sous l'application de 
restriction. Par ailleurs, comme V Pm+v p (2p) est un espace vectoriel sur Q p de dimension finie et 
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Pm/P m +i> p (2 P ) est un groupe fini, on obtient H 2 (P m /P m+t , p ( 2p ), V Pm+v ^) = 0. Autrement dit, 
l'application de restriction est injective. Donc c^ u , v ),(x,y)) = ( c i,o,o,i — Co,i,i,o)uy G H 2 (P m , V). 

Enfin, comme uy est un 2-cocycle, on peut prendre n'importe quel coefficient 0^0,0,1 — 
c o,i,i,o G V- Donc tout élément de V/ (d%, 82 — !) est représentable par un 2-cocycle analytique. 

4.2 Cohomologie des B^^^ ^-représentations du groupe P& M 

Proposition 4.15. Soit M > 1 un entier tel que v p (M) = m > v p (2p) ; soit V une Q p - 
représentation de P# M munie d'un 1i p -réseau T tel que P& M agit trivialement sur T/2pT, 
alors, pour i G N, Tm induit un isomorphisme : 

T M : ff(P^ M , C(£+ p00 ) (g) V) E\P Am , &+ ® V). 

Pour démontrer cette proposition, on a besoin de lemmes préparatoires : 

On a une décomposition C(Â Mp00 ) = & M @X M comme .ft^-module de Banach, où X M = 

{x G C(^^ p00 )| Tr A ./(x) = 0}. On note J 1 = U n ^-N. D'après le corollaire 13. 7\ un élément x 

de Xm s'écrit de manière unique sous la forme 

(23) x = ^ ^{^Cm^mi 

(i,jMo,N),(i,j)eJxJ' 

où a,ij(x) est une suite d'élément de Fm vérifiée que v p {cLij(x)) + 4j tend vers +00 à l'infini 
(i.e. ViV > 0, l'ensemble de G J x J' tel que v p (a,ij(x)) + -k- < X est un ensemble fini). 

Lemme 4.16. (1) Un élément x G X^p si et seulement ) = pour tout j ^ N ; 

(2) On a une décomposition Xm = X^p © Ym comme Â M -module de Banach, où 

Y m = {x= ^2 M^Km^m) C X M - 
(i,j)eJx(j'-K) 

Démonstration. On déduit les résultats du corollaire 13.71 □ 

Soit ex, ■ ■ ■ ,e<i une Z p -base de T. Tout élément x G Xm <8> T s'écrit uniquement sous la 
forme Ylt=i x i ® e « avec x i ^ Xm- On définit une valuation v sur Xm <S> T par la formule : 
v(x) = ïnfiKi^dVpixi). 

Lemme 4.17. Il existe des isomorphismes de & M -modules : 

(1) (X M ®T) u ™ = (X^ <g> T) Um = X^ ® T Um ; 

(2) Z M := {Xfr <g> T)/(u m - 1) = K\U m ,X M ®T). 

Démonstration. On se ramène à montrer que l'opérateur u m — 1 est inversible sur le Â M - 

module Y M ® T. On a la formule explicite de u m — 1 sur x = ^ ^jCm^m e '■ 

(îj')eJx(j'-N) 

(i,j)6Jx(J'-N) 



50 



Comme < v p (($T - 1) < E(;,j)eJx(j'-N) ^jCliiCp^ ~ 1) M/ est encore un élément 
de Ym- Donc l'opérateur u m — 1 est inversible sur Ym et on a v{(u m — l) _1 a;) > v(x) — ^-j-. 
L'opérateur w m — 1 sur Ym <8> T se décompose comme suit : 

w m — 1 = (« m <g 1 - 1) + (u m <g 1)(1 (g) tt m — 1) = (« m <g 1 - 1)(1 + u'), 

où m' = (w m (g 1 — l)~ 1 (w în (g) 1)(1 ® u m — 1). Si x = ® Êj G Fa/ <g T\ alors on a 

u((l ® M m — (g) ej)) > v(xi (g) ej) +u p (2p) car P m agit trivialement sur T/2pT. Donc on a 

v((l (g u m - l)x) = inf v((l (g u m - (g e*) > inf (g e*) + t>»(2p) = v(x) + v p (2p). 

i i 

Par conséquent, on a > v(x) + v p (2p) — -^j. Ceci permet de montrer que la série 

X]n^o( — M ') n converge et sa somme est l'inverse de (1 + u') sur Ym <g T. Donc u m — 1 est 
inversible sur Ym (g T. □ 

Lemme 4.18. Si a G Z*, l'opérateur a^ m — 1 est inversible sur X^f 1 . 

Démonstration. Comme un élément x dans Xj^ m s'écrit sous la forme Xligji^o SfcgN a ik( x )(M a> M 
avec Oi 3 -(a;) G Fm, l'action de a 7m — 1 sur un élément x G X^p est donnée par la formule : 

Comme i / 0, on a < v p (a0m — 1) < -zj- On en déduit que a 7m — 1 est inversible 
sur Xj^ m avec la formule de l'action de (a 7m — sur X^f 1 donnée par 

(a 7m - l)" 1 ^ = ^2 a ik(aC P ™ P _1) - 1) _1 Ca/9m- 

ie -Wo fceN 

□ 

Revenons à la démonstration de la proposition 14.151 : 

Démonstration. On se ramène à prouver H*(P m , Jfj^ (g T) = 0. 

Notons Z M = (X u h ^®T)/{u m -l). D' après le lemme |4". 171 on a le diagramme commutatif : 



-V 7m-l 



7m— 1 



Z M H 1 ^, I M (g T) 0. 

Comme e _pm 7m (g 1 — 1 est inversible sur X^p (g T d'après le lemme I4.18[ on peut factoriser 
l'opérateur e _pm 7m — 1 sur X^p (g T comme suit : 

e- pm 7m - 1 = (e~ pm 7m ® 1 - 1) + (e" pm 7m ® 1)(1 ® e^ 7m - 1) = (e" pm 7m ® 1 - 1)(1 + 7 '), 

où 7 ' = (e"P m 7m g) 1 - l)- 1 (e-P m 7m ® 1)(1 <8) e^ m 7m - 1). ^ 

Par ailleurs, si x = 'Yl,i x i® e i e ^m"®^ on a ® e _pm 7m — 1)0*0) > f p (2p) + t>(x) car 
P m agit trivialement sur T/2pT. Ceci permet de montrer que la série 7 ') n converge 

et sa somme est l'inverse de (l + 7 ') sur X^™ (gT. Donc e _î>m 7m — 1 est inversible sur X^f 1 (gT. 
On en déduit que l'opérateur e~ pm 7m — 1 est inversible sur Zm- Donc on a 

H 1 ^, X M ® T) r - = et H 1 (C/ m , X M <g> T)/( 7m - 1) = 0. 
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(1) si % = 1, par la suite exacte d'inflation-restriction, on a : 

-> H 1 ^, (I M g) T) 1/171 ) H 1 (P m , X M g T) — )• H 1 ([/ m , X M g T) r - = 0^0. 

Par ailleurs, on déduit H 1 (r m , (X M g T) Um ) = des lemmes ST7] et 14.181 Ceci permet 
de conclure. 

(2) si z = 2, d'après la suite spectrale de Hochschild-Serre, on a l'isomorphisme : 

H 2 (P m ,X M g T) = H 1 (r m ,H 1 (t/ m ,XM <g) T)) = H^^.Xm g) T)/( 7m - 1) = 0. 

□ 

Proposition 4.19. Sozi f p (M) > v p (2p) ; si V est une ^^représentation de Pr m munie 
d'un 7j p -réseau T tel que P& M agit trivialement sur T/2pT, alors pour îGN, Rm induit un 
isomorphisme : 

R M : ff (P* M , B+ R (£+ p00 ) g) V) = ff(P^ M , k+ g y). 

Démonstration. On pose X A / = {iG Bj R (^ /p00 )|R M (x) = 0}. Quel que soit n G N, on a une 
décomposition de B+ R (£+ p00 )/r comme ^+/i n -module : B+ R (£+ p00 )/t n = /P © X M /t n . 
Cela induit une décomposition de Bj" R (^j^ p00 ) comme Jî + -module : B^ R = -^m ©^Af- 
On se ramène donc à montrer : ïl l (P& M , Xm © T) = 0. 

Soit c un i-cocycle qui présente un élément dans rP(P$ M , X M gT). D'après la proposition 
I4.15[ 0(co) est un cobord dans H ! (P^ m ,Xm gT) et donc 9co = dbç,. L'élément cq — d(tdR(&o)) 
est encore un z-cocycle dans W(P& m ,Xm <8> T), qui est à valeurs dans £Xm (g) T. On définit 
une suites (db n ) n€N de z-cobords dans W(P& M ,X M g) T(— n)) et (c n )„ eN de z-cocycles dans 
H*(-Ps M ,Xjvf gT(— n)) par récurrence : 

= 6»(c„_i) et c n = t _1 (c n _i - d(i dR 6 n _i))), si n > 1. 

Donc, on a Co = X}n^o ^^dR^n))) Qui es t une somme des cobords qui converge dans 
W(P& m ,Xm g>T). Ceci permet de conclure la proposition. □ 

5 La loi de réciprocité explicite de Kato 

5.1 Construction de l'application exponentielle duale de Kato 

On note /C + = Q P [[g]] le complété g-adique de Â + et K\j le complété g-adique de Â + - 
module = â + [Cm,Qm}- On a donc JC^ = F M [[q M }}. On note /C + = Q p [[g, t}} le complété 
g-adique de Â + = L^(Â + )[[t]}, où l'application z^r identifie Â + à un sous-anneau de B^ R (^ ). 
On note /C^ le complété g-adique de &\ { comme ^ + -module. D'après le lemme I3.16[ on a 
bien fC^ = £ + [(m,?m] = ^ + [Çm,(Îm} = Pm[[^Çm]]- On définit une application 9 : K.^ — > 
Fm^çm]] par réduction modulo t. Elle coïncide avec l'application 9 sur jf^. 

On note K\ l n = fClf/(q M ) n , ¥L\ l n = /C^/(t, g M ) n - La représentation JC^ g) V fe j de P m 
n'est pas une représentation analytique ; mais c'est la limite projective des représentations 
analytiques {/C^ n g 14j} neN de P m . 
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Lemme 5.1. Les actions de d\ et d 2 — l sur t et çm sont données par les formules suivantes : 

d x {t) = 0, <9i(g M ) = j^Qm] d 2 (t) = t, d 2 (q M ) = 0. 
Proposition 5.2. Si v p (M) = m > v p (2p) et 1 < j < k — 1, alors l'application 

f{q M ) H. te\- 2 f{q M ) 

induit un isomorphisme de /C^ /ra sur (A^ïtf to+j-i ® ^k,j) / d 2 ~~ 1)> ponr £ott£ nGN. 

Démonstration. Les {e^e^ -2- ^^ 2- - 7 ^,/ : < i < A; — 2, Z > 0, f + i < n — 1} forment une 
F M -base de K,\ ln <8> V^j. Rappelons que l'action de P m sur 14 j est donnée par la formule : 
e i * ( c d ) = ae i + ^ e 2 et e2 * ( " d ) — ce i + ^ e 2, S1 ( c d) e On a donc les formules suivantes 
pour l'opérateur d\ : 

v p n _ i 7 ,p n _ 1 

d 1 (e 1 )=p- m lim ei *^-— = e 2 -d 1 (e 2 )=p- m lim e 2 * - = 0. 



p n n->+oo p n 



On en déduit que 



(24) d 1 (e\e k 2 ~ 2 - l t l q v M )) = iéf 1 e^H 1 q v M + é^'H 1 vq^^. 
Ceci nous fournit la relation suivante dans {K,\, In £8> Vtj)/di : 

J c k-2-i.l~v _ ~1 J+l„k-3-i+l+l~v V _ ( — l) fc 2 *z! k _ 2 i +k _2-i~v l V \k-2-i 

Par conséquent, chaque élément de {lC\ In ® Vkj)/di peut être représenté par un élément de 
4„(1 ® {e\-H 2 -i)). Ceci implique que le morphisme naturel de i*M-espaces 

: £+ „(1 (8 (e*" 2 * 2 "'')) -> (Ê+ „ g) 

est surjectif. La formule fT24"|) montre qu'il n'existe pas d'élément x dans (/C^ n g) V k J) tel que 
appartient à K,~j^ n (l <S> {e\~ 2 t 2 ~^)). En conséquence, (j) est un isomorphisme. 
Par ailleurs, on a les formules suivantes pour l'opérateur d 2 — 1 sur /C^- n ® V^j : 

9 2 (e!)=p- w lim ei *^^ = 0,9 2 (e 2 )=p- m lim e 2 * = e 2 . 

n— >+oo p" n— >+oo p" 

On en déduit que : 

(25) (d 2 - iMet'-H 1 ^) = (k - 3 - i + l)e\e k 2 - 2 -H l q v M . 

On tire la commutativité de d\ et d 2 — 1 sur (/C^- <S> Vkj) n des formules (|24p et (125]) . On 
a donc le diagramme commutât if suivant : 

(et 2 t 2 -J ® £+ J -^U (Ê+ B ® 14^/91 . 



Ô2-1 
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On déduit de la formule ( 12 5 j) que, e^e^ 2 1 ^?m es ^ un vecteur propre de d 2 — 1 avec la 
valeur propre (A; — 3 — i + /). Donc K,^ n (l (g) e 1 ~ 2 i 2 ~- J ) est dans l'image de <92 — 1 si Z — 1 ^ et 
donc on obtient (K-\ In ® Vkj)/(di,d 2 — 1) — ^M,n+i-;^ e i > ce permet de conclure. □ 

En composant les applications obtenues dans les paragraphes précédents , on obtient le 
diagramme suivant : 

i (3) 

| cxp K ato hm n H 2 (P %f , „ <g> Kfcj) 

^ S ^ n (^M,n ® V kJ )l(dx, 3 2 - 1), 

où • l'application (1), d'inflation, est injective car (Bj~ R ) = BdR^Mp 00 ) e ^ ^-%f P °° 

trivialement sur Vkj ; 

• (2) est l'isomorphisme induit par "la trace de Tate normalisée" (c.f prop. I4.19P ; 

• (3) est l'application naturelle induit par la projection (g) V k j — > /C^ /n (g Vkj ; 

• (4) est l'isomorphisme du corollaire 14.91 car K.^ In (g Vkj est analytique pour tout n; 

• Comme (X^ (g Vkj) n est une représentation analytique pour tout n, l'application (4) se 
calcule grâce à la prop 14. 101 . Plus précisément, cela se fait comme suit : 

Recette 5.3. On définit une application resH : fc~M n+ j_i <8> V^j — > K,\ In en composant la 

projection £^ n+j l ® Vkj — > (fc~M,n+j-i ® Vkj)/(^ii ^2 — 1) avec l'inverse de l'isomorphisme 
dans la proposition 15.21 En prenant la limite projective, on obtient un morphisme reskj : 
® ^feJ — * ^-m- Si c = (c^) G UmH 2 (Pft AI , /C^ /n+J _ 1 (g) Vfcj) est représenté par une limite 
de 2-cocycle analytique (er, r) H- éa} sur à valeurs dans K>tî,n+i-i®Vk,ii a l° rs l'image de 
c sous l'application (5) est res^ j(5^(c)), où i^ 2 -* est l'application définie dans la proposition 

KM 

On définit l'application expj^ ato en composant les applications (2), (3), (4), (5). 

5.2 Application au système d'Euler de Kato 

5.2.1 Esquise de la preuve du Théorème (ll.4j) 

Soient M > 1 et A = J) avec a, /?, 7, ô G {1, • • • , M} et det A G Z*. On note ip MA = 
^+MM 2 (i) ^ a fonction caractéristique de A + MM 2 (Z). C'est une fonction invariante sous 
l'action de Gr m - Par ailleurs, la distribution £Kato,c,d(&, j) appartient à E. 2 (Ç& M , S? a ig(M 2 (Q(S) 
%) (p \ v k,j))- Alors, on a 

J ll>M,AZlta.to,c t d{k,j) G B 2 (Ç Rm ,V kjj ) 
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et on note son image dans H 2 (^ M , B < | R (^ /p00 )(8)Vfcj) par Zm,a- En outre, on note d (k, j) 
la distribution sur M2(Q <S> Z)^ à valeurs dans obtenue en restreignant la distribution 
ZEis, c ,d(k,j) e S alg (M 2 (Q ® Z), M k (Ql ycl )) à M 2 (Q ® Z)W, et en utilisant l'injection de 
Mk(Q c / cl ) dans . 

Lemme 5.4. Sozt A; un entier > 2 et soit j G N te/ gîte l<j<k — 1. La distribution 
z^ scd (k,j) est invariante sous l'action de 

Démonstration. Le groupe agit sur A^ cong (Qp ycl ) à travers son quotient Pq p cl vu comme 
sous-groupe de GL 2 (Z). D'après le théorème (12.12p . on a : 

si 7 G GL 2 (Q g) Z), z E is, c ,d(^ j) UT = I ^et^^z^cdik,])- 

En particulier, si 7 G GL 2 (Z), alors on a | det7| = 1. Donc la distribution z^ scd (k,j) est 
invariante sous l'action de GL 2 (Z). □ 

Pour montrer le théorème (11.4p . il suffit de prouver : 

Proposition 5.5. Pour toute paire (M, A) ci-dessus et v p (M) > v p (2p), det A G Z* ; on a 

\ _ _J_Lffc-2-2ip(H) I7i(i) 
ex PKatol^M,Aj - J~Tïy/ ^c,a/M,/3/M^d,j/M,S/M- 

Pour démontrer ceci, nous aurons besoin d'écrire un 2-cocycle explicite représentant Zm,a 
et le suivre à travers les étapes de la construction de l'application exp^ ato . 

5.2.2 Construction d'un 2-cocycle 

Soient a Q ,b ,Co,d G {1, • • • ,p n M} vérifiant : a = a,b = (3,Cq = 7, d = ô mod M. 
On note les fonctions caractéristiques l( ao+ Mp"Z p )x(b Q +Mp"Z p ), l(e +Mp n z p )x{d +Mp"Z p ) , et 
1 ( a ° S+m»»m 2 (z ) par ^2>o> ^ïïo> et tôo.o.do respectivement. Notons [/\ et C/ 2 respecti- 

vement les ouverts (a + MZ p ) x (/3 + MZ p ) et (7 + MZp) x (Ô + MZ P ) de Z 2 , et U = Ut X C/ 2 
que l'on voit comme un ouvert de M 2 (Z p ) et même de GL 2 (Z p ) puisque det A G Z* et p\M. 

Pour z = 1,2, on définit les mesures algébriques /ij G H 1 (^ M , T>o(Ui, Z p (l))) par les 
formules suivantes : 

(«),,_/ \ / „/,( n ) ,, _ / ~ /-(p) 



J (a +Mp n Z)x(b +Mp n Z) J J (c +Mp n Z)x(d +Mp"Z) 

On note v — ^ (g) // 2 l'élément de H 2 (^ M , 2) (t/, Z p (2))). Comme on a Zk a to,c,d(k, j) - 
(e^-H- 3 ) * x p z kat0:C4 , on a 

(26) Z M ,A= / tpM,A Z kato, Cl d(k,j)= / (êj 2 f J ) * ï!/. 



(7 



Considérons le g-développement d'une unité modulaire, on a une décomposition du groupe 
des unités modulaires W cong (Q cycl ) : W con s(Q c y cl ) = (Q^ cl )*xg Q xW 1 cong (Q cycl ) ) oùWi° ng (Q cycl ) 
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est l'ensemble d'éléments x G W cong (Q cycl ) vérifiant v q (x — 1) > 0. Alors on a une inclusion 
de W cong (Q cycl ) dans (&+ [g" 1 ])*. 

Si N un entier > 1, si < a, b < N — 1, soit i un entier tel que (i,6) = 1 et (ia,ib) 
n'appartient pas à NI* 2 . Rappelons que l'expression explicite de gi(q, Q^Cn) ^ W(Q cycl ) est 
comme suit ( on note gi{q,q%(li), ce qui est noté g i a_ ± dans la section §2.2} même chose 
pour la fonction 9 et les séries d'Eisenstein ) : 



^IL>o(i - q^nCnT n„>i(i - q n (q a N C b N)- 1 ' 

,a /-b 



(27) q « N ç b N y n „,o(i-^(^)n^(i-rt^ , 

Fixons i un entier tel que (z, 6) = 1 et i = 1 mod iV. Rappelons que si c 6 Z* on a défini 
un élément g c (q,qnC b N ) de Z p ®W(Q cycl ) CZ„® (^[q- 1 ])* dans la section 12X21 : 

a b c 2 -c\ 

9c(q, ^nCw) — r c{g a /N,b/N) = - 2 _ . 9i,a/N,b/N + 9ci,a/N,b/N 

avec Ci = c mod piV et t> p (c — Ci) assez grand. 

Soit g G Â ; on note (7 = (g,gp, ■ ■ ■ , ) un relèvement de g dans IR(^) et [g] son représentant 
de Teichmùller dans Ai n f(.ft). Alors l'élément g c {q, ÇnCjv) es t bien défini et appartient àZ p ® 
(t/o(^ + )[g~ 1 ])*, à multiplication d'un élément de (1, ( p , ■ ■ ■ , )® près . 

Lemme 5.6. Soit i un entier tel que (z,6) = 1 et i = 1 mod N. L'élément log[g i a_ ±] est 
un élément bien défini dans Bj£ g , à addition d'un élément de Q p t près . 



Démonstration. Pour tout n > ( resp. n > 1 ), [1 — (/"ç^C/v] ( resp. [1 — q n q N a C,N b \ ) es ^ un 
élément inversible de A*^ f . Comme q est de valuation 1 pour la valuation p-adique sur Â , 



on a rin>o (1 — ^In^n) converge dans ?7 (^ )• Ceci implique rin>o[(l — ^InCn)] converge 



dans A?* f . De la même manière, on obtient que O = n ->Q [( 1 i"^n )V IWq <?" P 

n„>o[(i-9 n (^^))]n n>1 [(i-9"(^^)) ] 



converge dans A*^ f . Donc l'élément [gi(q, qfj, q%)} G Aj n f(.ft) est donné par la formule explicite 
suivante : 



[9i{q,q a N ,q b N )) = Ô^HfrSr)^ x O; 
ceci implique qu'il est dans A** f x g®. En appliquant l'application log ( c.f §3.31 ) à [g i a ±], 
on conclut le lemme. □ 

Si c G Z* on définit loe[q„ a b 1 comme un élément de B7. à addition d'un élément de 

Qpt près, par la formule : log[g c a_ ±_} = c i2 Jl ^°ë[9i sl a] + log[<7 Cl «. a]> où Ci est un entier tel 
que v p (^0j) > 0, c = ci mod N et (ci,6) = 1; ceci ne dépend pas du choix de i et c\ à 
addition d'un élément de Q p t près . 

Si i = 1,2, soit une base du Z-module des fonctions localement constantes sur Ui 
constituée de fonctions du type ip^obo ( res P- rf^ do )> avec ^ ^ N et ao,&o (resp. Co, do) 
comme ci-dessus. On définit une distribution algébrique /ii,^ (resp. /i2,* 2 ) sur ^1 ( res P- ^2) 
à valeurs dans Bj R (^ )[« ç ] par la formule : si e ^ ( res P- ^codo e ^ 2 )' 

y V'SioMi,*! = log[&(ç, 9M p nCMp«)] ( res P- y ^S / i 2 i *2 = log[^(g, ç£ p »CaWD- 
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On identifie Z p (l) au sous-module de B^ R via l'isomorphisme de 7L V [(/^-modules 

logo[-] :Z P (1) ->Z p t. 

Lemme 5.7. Si i = 1,2, alors est l'image du 1-cocycle a h- >■ //j^ * (cr — 1) dans 
H 1 (^ M , S)o(^i; Z p (l))) pcmr fo-uf, c/iozx de et des valeurs de l'intégration de fii^ t . 

Démonstration. La démonstration est la même pour i = 1,2. On peut donc supposer que 
i = 1 et V'ao 6 £ ^i- Rappelons que log[<? ao b ] est bien défini à Q„t près. Comme 

C ' Mp" ' Mp" 

cr i— > t*(a— 1) est un cobord dans H 1 (^^ J/ , Z„(l)), /ij ne dépend du choix de log [g aQ b a }. 

' 1 C ' Mp" ' Mp" 

on a / ip™ b ^i = g feo_- D'après la théorie de Kummer p-adique (cf. 

' 1 1 Mp n ' Mp n 

§2.31 ). /ii est représenté par le 1-cocycle a H- /i * (cr — 1) de H 1 (I1q, 2} a i g (X 1 , Z p (l))) avec 

^ G H 1 (IIq, Saig^i, Z )) vérifiant : J ip^fJ, = 9 C ^ to- 

Appliquons l'isomorphisme log o[-] : Z p (l) — > Z p t à /a * (cr — 1) ; on déduit le lemme de la 
formule log[crx] = cr log [x]. □ 

5.2.3 Descente de R à ^Afp°° 

Lemme 5.8. Si pN\M, alors les produits infinis Y[ n >o(^ ~~ ^^nCn) ei Y[ n >i(^ ~ 9 n 9jv a Cjv 6 ) 
convergent dans A** f nB^ R (^ fp00 ) . 

Démonstration. La démonstration pour Hn>o(^ — Q^QnCn) e ^ Yl n >ifi ~ Q n QN a (N b ) es ^ 1 & 
même. Donc on montre le lemme pour le produit n n>0 (l — Q u QnCn)- 

Comme q est de valuation 1 pour la valuation p-adique dans & + , on a q = pa(l + oj/3) G 
A inf , où G A inf , et > 1. Donc on a n„> (l - Q^nCn) = 1 + ES(-l)^Cfe, 

où Cfc = Eo<ii<i 2 <— <é 9^' 1 - j - fc îj converge dans A in f pour la topologie p-adique. D'autre 
part, on a f p (cfc) > k(k — l)/2 et v^q^C^Ck) > jt + k ^ k ~^ > 0; ceci implique le produit 
converge pour la topologie p-adique dans A** f . Il est évident que le produit est un élément 
^ B+ R (£+ pOC ). ' " " ' □ 

Si i G Z est tel que (i, 6) = 1, alors g^q, ç^Cn) appartient à (A*^ nBj R (^ /p00 )) x q Q . On 

peut appliquer l'application log à q%( b N ) et définir log g c (q, q%( b N ) = ^zr lo ë9i{q, QnCn) + 
log g ci (q, q%q b N ), à addition d'un élément de Q p t près , où i est un entier tel que (i, 6) = 1 et 
i = 1 mod N, et ci est un entier tel que v p (c — ci) soit assez grand. 

Lemme 5.9. S n > 0( resp. n > 1), 1 — q n q%Ç,\]{ resp. 1 — q n q^ a Ç^ ! b ) est inversible dans 
A in f(^ + ). De plus, on a que ^ - n 9 ^;^ (resp. - ^ Jj^ a ^J j est un élément dans l + cuA- m {(Â + ). 

Démonstration. On montrera le lemme pour le cas n > et l'autre cas se déduit de la 
même manière. Comme q est de valuation 1 pour la valuation p-adique dans Â , q peut 
s'écrire sous la forme p/3 + wa avec a, /3 G A in f(^ + ). Donc on a Em=o(^ n ^vCjv) m — 1 + 
ES W * E ( m k)a k {p/3) mn ~ k qTCN b - La série E (T) a * {pP) mn ~ k qT(N b converge 

mn>fc,m>l mn>k,m>l 
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dans Aj n f(^ + ) et donc 1 + X]m=i(9 ,n ?A r CAr) m converge dans Aj n f(^ + ) pour la topologie faible. 




Si i — 1, 2 et si c, d G Z* on définit une distribution algébrique sur Ui par la formule : 



B ( [ R (J^| fp00 ) © Q p c/, et son image par 6 dans C(j^| fp00 ) © Q p c/ est g c (q, q^p^Mp™)- O n en tire 
que \ogg c (q,q a ^ pn ( b ^ pn ) et logg d (q, gS- p „CS p ») appartiennent à B+ R (.£+ p00 ) © Q p u 9 . 

Lemme 5.10. Si i = 1,2, a/ors : 

(1) /ïî ) $ j — //j,^ est ime mesure à valeurs dans tBj R ; 

(2) Considérons l'application : H 1 (^ M , 3)o(C/j, Z p (l))) — >■ H 1 (^ M , S)o(K, tBj R )). L'image 
de ^ est représenté par le cocycle 



qui est l'inflation d'un cocycle sur P& M à valeurs dans T>o(Ui, tM^^M^j „<»)). 

Démonstration. Le (1) se déduit du lemme 15.91 Le (2) est une conséquence immédiate du 
(1). En effet, comme (/ïj,^ — /ii,*J est une mesure à valeurs dans tM^ R , on obtient que 
(P>i,<Hi — f^i^i) * (cr — 1) est un cobord dans H 1 (^ M , D {Ui, tB^ R )). D'autre part, on a * 
(cr — 1) = /ij ^. * (cr — 1) + (fii^t — fii^i) * (cr — 1), et donc cr \-ï /ïj ^. * (cr — 1) est un 1-cocycle 
à valeurs dans tM^ R qui représente /ij G H X (^ M , S) (?7 i , rJBTjpJ). 



Soient Ai,À2 deux G- modules à droite. Si x\ G Ai,x 2 G A2 et o~,t <E G, on définit un 
élément {x\ © x 2 } CT;T := {x\ * (rcr — cr) © (x 2 * (cr — 1))) G Ai © A 2 . 

Corollaire 5.11. Considérons l'application : 



P° ur ^ao,6„ e *i ( res P- C„ e ^ 2 ) 




log5 C (?,gMp»CMp")( reS P- / V'SJfaAa.Wa =1 °g0d(9.?Wp»CSp»))- 




cr H-> * (a - 1), 



□ 



H 2 (^ M ,S) (f/,Z p (2))) H 2 (^ M ,D (f/,t 2 B+ R (^ + ))). 



L'image de v = /ii © /a 2 pe^t être représenté par le 2-cocycle 



(d, r) h-> {/il,*, ©/il,* 2 }a, 



est l'inflation du 2-cocycle sur P& M à valeurs dans T)o(U,t 2 M^ R (Â^ I x )) ■ 
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Démonstration. Ce corollaire résulte du lemme précédent et de la formule du cup-produit. 
La formule du cup-produit de deux cocycles est : soient G un groupe, A, B deux G-module 
à droite. Si f x G W(G, A) et f 2 G W(G, B), on a h U f 2 G W +j (G, A ® B) où 

h U h{(Ti+j, • ■ ■ , £7i, • • • , a x ) = (fi(<Ti, ■■ ■ , cri) * cr i+ i * ■ ■ ■ * a i+j ) <g> f 2 {cri+j, • • • , ^i+i)- 

On applique cette formule à /i = * (a — 1) et / 2 = /Ï2,¥ 2 * (cr — 1) et on obtient un 

2-cocycle (a, r) h-)- {fii^ 1 (g) /ïi,* 2 } CT ,r, qui représente z/ et à valeurs dans Qo(U, t 2 M^ R (Âp Ip00 )) ■ 
Donc il est l'inflation du 2-cocycle sur P& M à valeurs dans T>q(U, t 2 Bj R (^j oo)). □ 



5.2.4 Descente de &m p °° à 

Définition 5.12. Si v p (M) > v p (2p), on pose Bj g (^ p00 ) = B| R (£^ p00 )[w g ], ou M <? = lo g<?- 
On définit une application i^-fîig] -linéaire : 



fc k 

où Rm est la trace de Tate normalisée sur Bj R (&Xip°° ) a valeurs dans 

Comme ^/[«g] est stable sous l'action de P& M et Rju commute avec l'action de P& M , on 
déduit que Rjvf,iog commute avec l'action de P& M . Notons RM,iog encore par Rm- 
D'après ce qui précède et de la relation ( 126|) . Zm,a est la classe du 2-cocycle 

(a,r)^ / (SÂ~H~ 3 ) *g){fa,9 1 ®/Ï2,* 2 }<r,T, 

qui est aussi la classe du 2-cocycle par "la trace de Tate normalisée " 

(<t,t) H> R M ( / {(ei~ 2 t~ j ) *9){h,9i ®A2,* 2 W)- 
Lemme 5.13. Sz ad — bc G Z* a/ors 

R M (log 0(ç, q a Mpn ( b Mpn ) log 0(g, ç Mp nC Mp „)) 
= ?T 2n log0(r , ç m Cm) log^(g p ", &,&)■ 

Démonstration. On a la formule explicite pour log 6*(g, g Mp „C Mp „) : 

1 a 6 
12 + 2Mp n ' Uq+ 2Mpn 



log0(ç, q a Mp n( h Mp n) =(— + 7^7^ K + 77^7^+ 



+ log(l " nÂ^n) + X log(l - ^^(mU). 



m=l m=0 



Comme R^(« g ) = u q = p n u p ^ et Rm(^) = t = p n log( pn , il suffit de vérifier les relations 



9 

suivantes : 



R M (log(l - q m q a MÀ b M P ™)) = P~ n log(l - q^&C* 



p n SMp n )J — F lu 5^ y HMSM) 

îl) 



R M (log(l - g mi gVCV) log(l - g^gVCV)) = P" 2n log(l - g^&â) log(l - g^&C 
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Comme ad — bc G Z*, a et 6 ne sont pas divisibles par p n à la fois. Donc pour p n \ i, on 
obtient ((^Çm^Cmp™)*) = 0. On en déduit que 

00 /zm~a 7b \i 

RM(io g (i - rs^cV)) = r m(- £ p p ) = p- n Mi - (9"" r&&)- 

Pour le terme 

(log(l - g mi gVCV))( 1 °g( 1 - ^m p «Cm p «)), 
on développe le produit : 

(log(l - q mi q a MÀM P *Mog(l - q m2 q c Mpn ( d Mpn )) 

+°° (fjmiza 7b \i +°° (n m ïâ c ? d \3 

_çy^^ yq qMp n SMp n ) \q qMp n sMp n > ^ 
i=i 1 j=i 3 

Eyq qMp n sMp n 1 \q qMp n sMp n 1 

i,j=l J 

Comme ad — bc£ Z*, cela équivaut à dire que u p n \ai + cj et p n \bi + dj sont équivalent à p n \i 
et p n \j n . Donc en appliquant Rm à la formule ci-dessus, on obtient : 

R M ((lo g (i - g mi 9~VCV))( 1 °g( 1 - ^ÇVCV))) 



2n r'&Ai'^&ct) 3 
=p- 2n (\o g (i - ^ mi aaf))(io g (i - f^tmÇL)) 

En composant les résultats ci-dessus, on obtient la formule voulue dans le lemme. □ 
Corollaire 5.14. Si on note 

W;^, v = {log ((c 2 - < c >)^(r , ~q a A)) ® log ((rf 2 - < d >)9{c?\ ~qZCt)) , 



, co do 

-2m,a pe'ut se représenter par le 2-cocycle 

/a somme portant sur l'ensemble 

U {n) := {(ao, 60, c , do) G {1, • • • , Mp n } 4 \a = a,b = f3, c = ^,d = ô mod M}. 
Démonstration. zm,a peut se représenter par le 2-cocycle 

(a, r) H> Rm( / ((ei~ 2 t~ J ) * g){fti^ 1 <g> /^W)- 
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Par la définition de l'intégration sur U, on a 
(28) 

R-m( / ((et 2 t~ j ) * gHfa,*! ® Ât 2 ,* 2 } CT ,r) 



/-ao M e[/ (n) 

V co do / 

= E (( e ?^ 2ri ) * s) • r c4 (Rm ({log qZ P A pn ) ® log g& p „CS p «) W 

V c d / 

Comme la trace de Tate normalisée commute avec l'action de Pr m , on a 

~ ^a À&o \ ^■\„ n .QfZ zco Àd 



R A/ {l0g^(g, C P "Q pn ) ® log 0(9, SpnQpn)}^ 

={R M (log ® p nÔ p n) ® log %~, ^S? p »))} 
D'après le lemme précédent, on a 



2HD = lim V; ((eï-H-i) * g) • r c ,, (V 2 ™{log%^, ® log0(g*\ ô^fS) } CT , r 

(ao &p W(„) 
V c d / 

- lim ~ 2 ™ (apei + b e 2 ) k ~ 2 _ ^ ( CT ,r) 



a 6 er j(n) 
V c do / 



□ 



5.2.5 Passage à l'algèbre de Lie 

Comme le 2-cocycle (ex, r) ^ lim n _> +00 p~ 2n £ ^X-baSv b Q \ obtenu dans la sec- 

V co do I 

tion précédente est la limite de 2-cocycles analytiques à valeurs dans K,\.j ® V& on peut 
utiliser les techniques différentielles dans la section (14. ip pour calculer son image dans JC~^ 
par l'application exp^ ato . 

Si f(xi,x 2 ) est une fonction en deux variables, on note D\ ( resp. D 2 ) l'opérateur x±-£^ 

( resp. x 2 £- ). Si n G N et a, b G Z, on pose /g = /(<f ", 



LtllllllC o.lo. On note ^ao,bo,co,do 

= 5^ {log (r c 6% b0 ) ® log (r^) } ) . On a 



A (2) - (a 4 - & c )t 2 / (n) \ / (n) 

Démonstration. Soit définie comme ci-dessus. Alors l'action habituelle de (u, v) G P„ 



SUr faÎ est : 
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Du développement limité du terme de droite en u et v, on a 

f(^,Q a M~CM +beV ) = +u(^D 2 f<$) + v(^D 2 f!$) + 0((u,vf) 

et donc l'action de ( J e " ) — 1 sur est donnée par la formule : 

(29) /# * ((à e H) - 1) = ^^W 2 f<$ + 0(( M ,,) 2 ). 

On note A = |log (r c 0^] bo j (g) log (rdO^^J } . Soient a = {u,v),r = (x,y) G P m . Par 
un calcul explicite de 

fa ,b * (( U e v +y X )~(oe"))® 9co,d * (( e« ) — 1) 

à 0((m, f , x, y) 3 ) près, en utilisant la formule que l'on vient juste d'établir, on a : 

a x(c u + d v) + c y(b Q u + d v ) +2 n w û(n) ^ n w ^ û(n) 
M 2 ' "" " 



□ 



on a 



Alors, par la définition de l'application 5^ 2 \ on a 

A< 2 ) - ( & C ~ Mo)^ n , / n(n) \ n , f fl (n) 

<V&o,c 0l do ^2 log ^r c ^ a0i6o j • D 2 log (^r^ Co do 

Lemme 5.16. Si s > 2 — j et a,b,c,d G Z, a/ors ; dans (/C^ f (g) V^j) /(<9i, 1 — <9 2 ), 

(«. + fc 2 )'- 2 t'/i? ■ sïï = (ae : ( ;y • h - <*> ■ ■ 

Démonstration. Pour (u, v) G P m , on a : * {(u,v) — 1) = udiff^ +vd 2 f^ + 0((-u,t>) 2 ). 

En comparant avec la formule ( 12U|) . on obtient que d\f^ = jjD 2 f^ et d 2 f^ = ^D 2 f^. 
En composant les formules dans la démonstration de la proposition (15. 2p . on obtient : 



(a (1 - d 2 ) + bd 1 ) ((aex + be 2 ) k ~ 2 1? g™ 



=a(l - 5)(a ei + betf-^g™ + i ^ J ^(ae 1 + be^t* D 2 g%, 



qui est nul dans (JSÉ (g) VkJ)/{d\, 1 — 9 2 ) pour s > 2 — j. Donc : 

(ad — bc) t 
a(l -s) M 



□ 



On a défini une application res^j : /Cjy- <8> V^j — >■ /C^ f dans la recette 15.31 Elle permet de 
calculer l'image de zm,a dans /C^-. 
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Corollaire 5.17. On a 

n(n) \ nli / /)(") > 

reSfcJ { (a odo - b oCo yp ■ ) = M JTW ■ Io g«ic) ■ ^ ^Mi,/*) 

Démonstration. D'après les lemmes (I5.15P et (15.16p . on obtient la formule suivante, 
(aoei + b e 2 ) k - 2 (2 ) (a ei + & e 2 ) fc " 2 i 2 ^' n , / a (n) \ n , / fl (n) 



aodo - b c yP ao ' bMo (a d - M^M 2 

(aoei + & e 2 ) fc " 2 t / (n) \ ^ / 

— M J ■ Do log r c 0„ ■ ■ Di log r^é* 

_ 1)! & V aoA V 2 & V ' 

Par la définition de res&j, on a : 



(n) 
cq,û!o 



>oei + b e 2 ) fc - 2 (2) \ _ .U 1 : ' , / flW 
(a d - W* 3 ' ' ûo ' 6o ' co ' do y' ~ (j - 1)! 2 ° g ^ c a °' 6 ° > ' 1 * ' ""'"■*'" ; 



□ 



Par les propriétés des fonctions E c ^ # dans le lemme I2.13[ on a 

Dllogr c 9(xi, X2) = c 2 E r (xi,X2) — c r E r (xi, x%)- 

On note E Cjr (xi, X2) = c 2 i? r (xi,x 2 ) — c r E r {x\, x^)- Si b = /3 mod M et d = 5 mod M, 
on a Cm = Cm; Cm = Cm- D° nc par le corollaire (I5.14p et le calcul que nous avons fait, on 
obtient : 

^ '' a a =a[M] 
c ( )=7[M] 
l<a ,c <Mp n 

Enfin, on utilise le lemme suivant pour terminer le calcul : 

Lemme 5.18. Si 1 < r EN, et si c,d E Z*, on a : 

(1) £ W^M/) = E% m/I et £ E dij (qP n , = E^ s/M . 

c =7[M] co=j[M] 
l<co<Mp n l<c <Mp n 

(S) lim£ O0Sa[M] a^E Ctl ^\qZC) = M^F^ 

Démonstration. (1) La deuxième assertion suit de la première, et la première est un calcul 
direct par définition. 

(2) On démontre l'assertion par prouver que ces deux formes modulaires p-adiques ont le 
même g-développement. D'après la proposition (12.9p . on a : 

Km £ a ]E c>1 (q?\qZO=\ïm £ d^F®^, 

ao=a[M] ao=a[M] 
l<a <Mp n l<a <Mp n 
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Notons la limite à gauche par (*). 

D'abord, on montre l'égalité pour le terme constant. D'après la proposition (12.9p . le terme 
constant de (*) et M r F^ /M0/M sont A = lim Yl a =a[M] a r {c 2 ({j^, 0) - <<(fe, 0)) et 

Bq = M r (c 2 C(||, — t) — c 1 ~ r ((^j^, — r)) respectivement. 

2 

On note /i c la mesure sur Z p dont sa transformée d'Amice est — ^ 1+T ^-i Un calcul 
simple montre que, si a 



(30) 



+ x)Vo(x) = (c 2 C(^, - ^"«^ -t)); 



<£ + x)V c (x) = (c* C (^), -*) - c- C (^, -*)). 



On constate que est la somme de Riemann 

lim Y aS(c 2 C(-^,0)-cC(^,0)), 

a =a[M] r r 

l<a <Mp™ 

et donc il se traduit l'intégration p-adique M r J z (a/M + x) r fi c , qui est exactement 5q. 
Ensuite, on se ramène à montrer l'égalité suivant : 



(31) lim <&ttf l ><iï&) = M r F< 



.(^+1) 

ao=a[M] 
l<a <Mp n 



On note la limite à gauche par (*'). En effet, si (lÏÏTi) est vrai, on a 

lim £ alE c ^\qlK^) = M r c 2 F^p -lim £ o&cÉ^'CCÏ) 

ao=a[Af] oosa[M] 
l<ao<Mp™ l<a <Mp™ 

Comme c 6 Z*, on le conclut en appliquant le (|3T|) à 

lim V a5cEi(^, g SP<2) = C - r lim V) (coq)^^, CCÏ)- 

a =a[M] ao=a[M] 
l<a <Mp n l<a <Mp n 



Revenons à démontrer l'égalité (13T1) . Il ne reste qu'à comparer les séries de Dirichlet 

a/M, fi /M 



formelles associées aux g-développements de (*') et de M r F <yr ' 



Soit F^ /MpnJ3/M (q) = ^m^Q+bmq" 1 - D'après la proposition ([215]) . la série de Dirichlet 
formelle à coefficients dans Q cycl associée à F^, Mpn p/ M {(f n ) vérifie : 

(32) E 7^7 = P" ns (C(ao/Mp™, s)C(P/M, s) - Ç(-a /Mp n , s)Ç*(-P/M, s)). 

Soit YlmeQ+ b m ,n m ~ s la série de Dirichlet formelle à coefficients dans Q cycl associée au 

a /Mp n ,j3/M\ 



ç-développement de ]T a =a[M] a o F al/Mp^ fl/Af^O- A l° rs , de la formule ([32]), on a : 



1<Oq <Mp" 
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(33) 



a ( ,=a[M] ^ ^ 

l<a <Mp n 

fc=0 v M? n/ fc=l v «P"' 



a =«[M] 
l<a <Mp" 



Z^Z^ (kp n + f ! + l M' J ^ (kp n - jj - k) s M' 



i=0 fc=0 



Considérons l'injection de Dir(Q cycl ) dans Dir(Q^ ycl ). Alors la série de Dirichlet for- 
melle, à coefficients dans Qp ycl , associée au g-développement de (*), est la limite p-adique 

lim Y[ mcn , et on a 

«m E % = «■> E <E «) - E Jrf t> (i-w .)) 

meQ* + i=0 fc=0 M k=1 V f m > 

g<E wtï^Fy^ ~ £ .)) 

= M '( E -è;C - (w S ) + (-i)" +1 E ia-a/M.s)) 

j=i? modZ i=~3? mod z 

=M r (C(a/M, s - r)C(/3/M, s) + (-l) r+1 C(-a/M, s - r)C(-/3/M, s)). 

C'est la même série de Dirichlet à coefficients dans Qp ycl associée au g-développement de 

ïl/fr p( r +l) 

JW r a/M,/3/M- 

□ 
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